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1 Vorlesungen: 28. 4. 2006 bis 12. 6. 2006
Vektor—Analysis

Vektorwertige Funktionen — Vektoranalysis

Darstellung: Kurve in einer Ebene, Fliche im Raum
explizite (kartesische) Darstellung y = a<z<b
implizite (kartesische) Darstellung F(z,y) =0,
Polarkoordinatendarstellung r= o < p <1
Parameterdarstellung ¥=2(t) = ( ;Eg > to<t<ty

1.1 Skalarfeld, Vektorfeld

In der Vektoranalysis fast man Vektoren als Funktionen von Verdnderlichen auf und
wendet die Methoden der Differential- und Integralrechnung an.

e Skalarfeld

Eine skalare Funktion des Raumes f(z,y, z) nennt man ein Skalarfeld, wenn durch
sie jedem Punkt P(z,y, ), bzw. jedem Ortsvektor & ein Skalar f(Z) = f(z1, 22, x3)
zugeordnet, wird.

Beispiele sind: Temperaturverteilung, Druckverteilung (Wetterkarte), inhomogene
Dichte eines Korpers, Potential, Hohenunterschiede im Gebirge.

Die Flichen oder Linien mit f(z,y,z) = conts. heilen Niveauflichen bzw. Aquipo-
tentialflichen/Linien (Hohenlinien, Isotherme, Isobare, ...). Die Funktion f(x,y, 2)
dndert sich umso schneller, je dichter die Niveaufldchen liegen.

Vektorfeld

Wird durch die Funktion ¥(7) = ¥(z,y, z) jedem Raumpunkt ein Vektor ¥ zuge-
ordnet, so heifit diese Funktion: Vektorfeld.

Beispiele sind: Stromungsfelder, Kraftfelder, elektrisches Feld, magnetisches Feld,
Windangabe auf der Wetterkarte, ...
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Abbildung 1.1: Skalarfeld (links) und Vektorfeld (rechts).



1.2 Differentiation eines Skalarfeldes: Gradient

Die Differentiation erfolgt komponentenweise, partielle Differentiation (Partial = 9).
Es gelten die iiblichen Rechenregeln fiir Vektoren.

(?f(a?,y,z) lim f(x—|—A3:,y,z)—f(:1:,y,z)

ox Az—0 Az

Gradient

Die Anderung df (z,y, z), welche die Funktion beim Fortschreiten um dr = dz + dy + dz
erfahrt, ist:

af . af. 9f.
gradf(e,y,2) = a—£+a_£+a_f: o1

Fiir die Anderung df (2,7, z) in eine beliebige Richtung di erhilt man df = gradf - dr.
Wahlt man die Richtung di” so, dass man sich auf einer Niveaufliche bewegt (f(z,y,2) =
const.), so ist df (x,y, z) = 0:

df = gradf-dr=20

Laut den Regeln fiir das Vektorprodukt gilt:

Der Gradient von f(z,y,z) steht senkrecht auf der entsprechenden Niveaufliche von
f(x,y, z). Ferner zeigt der Gradient in die Richtung des stirksten Anstiegs und ist umso
groBer, je dichter die benachbarten Niveauflichen (Hohenlinien) liegen.

Die Ableitung eines Skalarfeldes (Gradienten von f(z,y, z)) ergibt ein Vektorfeld.
Ein Vektorfeld ist jedoch nicht zwingend der Gradient eines Skalarfeldes. Falls dies doch

der Fall ist, so spricht man von einem konservativen Vektorfeld bzw. von einem Potenti-
alfeld. Das zugehorige Skalarfeld ist das Potential.

grad f(7)

Abbildung 1.2: Niveauflichen und Gradient.



Richtungsableitung

Die Richtungsableitung ist die Ableitung eines Skalarfeldes in eine bestimmte Richtung
im Raum (entlang des Vektors @). Diese Ableitung schlieft mit dem Gradienten einen
bestimmten Winkel ¢ ein. Somit gilt fiir die Richtungsableitung:

df (x,y,z) = gradf-dd = |gradf|-|da| cosy

Die Ableitung von f(z,y,z) an der Stelle Zj in eine beliebige Richtung entspricht der
Projektion des Gradienten von f auf den Vektor a.

| =

_(fo) = gradf(f()) ’ |

=

Das Ergebnis der Richtungsableitung ist eine Zahl (Skalar). Sie gibt die Steigung (das
Gefille) vom Ort Zp aus in Richtung @ an.

1.3 Das Potential

e Der Gradient eines Skalarfeldes ergibt ein Vektorfeld.

e Nicht jedes Vektorfeld ist zwingend der Gradient eines Skalarfeldes.

. o Of , Of , Of
(%) = D €x + 9y €y + 55 -

Falls dies doch der Fall sein sollte, so ist das Vektorfeld konservativ (Vektorpotential),
und das zugehorige Skalarfeld ist das Potential.

Fiir das Vektorpotential gelten folgende wichtige Eigenschaften:

1. Das Kurvenintegral iiber ein Vektorpotential ist unabhéngig vom Integrationsweg
und ergibt sich somit direkt aus der Potentialdifferenz zwischen Anfangs- und End-
punkt der Integration.

2. Folglich muss das Kurvenintegral {iber eine geschlossene Kurve verschwinden:

]{ﬁ(f) i = 0

3. Ferner muss gelten:

Qv _ Ovy v Ove — Ovy _ O
dy v, 9z v, 9z  Ovuy,

4. Somit muss die Rotation eines Potentialfeldes verschwinden:
(Siehe Kapitel 1.6)




Beispiel:

Frage: Ist das folgende Vektorfeld konservativ?

1 +  yz e*V?
(@) = ey + xz ™V
—cosz + wxy e"V?

Hierzu integrieren wir zeilenweise:

/1}1 dx = f(l + yzezyz) dx =4 erY®
/Uy dy = [(e¥+aze™*) dy  =e¥+4 eV
/Uz dz = [(—cosz+zye™?) dz = —sinz+ e"¥*

Durch direkten Vergleich erhélt man:

TYZ

flz,y,2) = x+eY—sinz+e

Das Vektorfeld ist konservativ und f(z,y, z) ist das zugehorige Potential.

vy _ Ovy .

Nun iiberpriifen wir, ob o = oot

vy
dy
dvy

ox

TYZ

= ze"™ +yz xz "

TYZ

z €Y% + xz yz ¥V

Die beiden partiellen Ableitungen sind identisch. Dies gilt auch fiir alle anderen Kombi-
nationen der Ableitungen von ¥(#) nach (z,y, 2).

Somit kann fiir dieses Beispiel gezeigt werden, dass:

vy Ovy

oy 0z

Ovy _ vy —

0z ox =0
O'Uy _ Ovg

ox oy

Wie spiiter gezeigt wird, entspricht dies der Rotation von #(Z). Im Fall eines konservativen
Vektorpotentials verschwindet die Rotation:



Das elektrische Potential

Das Coulombgesetz lautet:

= 1 q2 - o
F = . . —
12 4 0 q1 |771» 'f'_é |3 (Tl TQ)

Fiir das elektrische Feld gilt:

1 qo 13

F=q¢ E mit E = (rp =7
@ 47T50 |’I”1—’I”2|3 (1 2

Nun betrachten wir den Fall, dass sich eine Ladung @ (Beobachterladung) im Bereich
einer Ladungsverteilung o(7) befindet

Beobachterladung Q am Ort R
in einer
Ladungsdichte (Ortskoordinate 1)

Abbildung 1.3: Beobachterladung @ am Ort R innerhalb einer Ladungsverteilung o(7).

Der Ort in der Ladungsverteilung o(7) wird angegeben durch 7.
Fiir die Ladungsverteilung gilt:

/Q(ﬁdV = q

Hierbei ist ¢ die gesamte Ladung der Ladungsverteilung.

Es wirkt folgende Kraft auf die Beobachterladung Q:

—.

F(R)

(7) dV
Imeq /|R—F]3 o)

Somit ist das elektrische Feld, dass von der Ladungsverteilung o(7) ausgeht am Ort R:

—

E(R) =

d
47T€0 /|R—F13 olF) dv



Um zu kldren, ob das elektrische Feld ein Potential besitzt, betrachten wir folgende
Ableitung:

o1 _ 9 !
OX|R-7  OX(X—aP+ (Y -+ (Z -2
- L 2(X — )
T2 (X2 (Y P (Z -2
_ (X
R~

Analoge Ausdriicke erhdlt man fiir die partiellen Ableitungen nach Y und Z.
Somit ist:

grad 1 = - (£ —7)
LR A

Folglich gilt fiir das elektrische Feld:

E(R) = (F) dV
() 47T€0 /|R—F]3 o)

1 / 1
= —grad— o(7) dV
pr— g R (™)

dmeg |}§—F|

Das elektrische Feld ist ein konservatives Vektorfeld und das zugehorige elektrische
Potential lautet:

—»

47‘1’80 |R_f’|

Das elektrische Feld ldast sich durch den Gradienten eines Skalarfeldes, dem elektrischen
Potential, konstruieren. Die Einheit des elektrischen Potentials ist: Volt.



Es gelten folgende wichtige Eigenschaften fiir das elektrische Feld:

e Das Kurvenintegral iiber das elektrische Feld ist unabhéngig vom Integrationsweg.

e Das Kurvenintegral iiber eine geschlossene Kurve verschwindet:

?{E(é)dé =0

e Das elektrische Feld ist wirbelfrei:

rot E(R) = 0

Beachte: Dies gilt nur im Falle zeitlich konstanter magnetischer Felder.
(Maxwell-Gleichungen der Elektrostatik!)

Berechnung der Rotation des elektrischen Feldes:

E(R) = / dv
(®) 47750 |R — 7:13
Wie im néchsten Kapitel gezeigt wird, lautet die Rotation:
0 Z—z _ 9 Y-y
oY |R—73  0Z |R—73
> 1 —» 0 X-—=z o Z—z
rot E(R) g 471'50 / ( ) oz ‘R_Flg ~ X ‘R‘_Flg dVv
9 Y-y 98 X-z
0X |R—73 Y |R—7|3
o (z-2)
Y (X —x)?+ (Y —y)? +(Z — 2)?)3/2
_ 3 22— 2)(Y —y)
o 2((X — 2P (Y Y+ (2 - 2)2)52
0 Y —y)
0Z (X —2)2+ (Y —y)* +(Z — 2)?)3/2
3 20Y —y)(Z - =)

2((X -+ (Y -9+ (2 —2)2)%

Analoge Ergebnisse erhéilt man fiir die Ableitungen nach den anderen Koordinaten. Somit
kann gezeigt werden, dass in der Elektrostatik die Rotation des elektrischen Feldes in der
Tat verschwindet. Das elektrische Feld ist wirbelfrei (bei konstantem magnetischen Feld).

rot E(R) = 0




1.4 Differentiation eines Vektorfeldes: Divergenz

Der Nabla—Operator

Der Nabla—Operator V ist wie folgt definiert:

9
oz
0. 0. i
8yey+ 92" %y
9
0z

Ein Operator (Funktional) , wirkt“ auf eine Funktion.

Divergenz

Die Divergenz ist die Ableitung eines Vektorfeldes. Als Ergebnis erhélt man ein Skalarfeld:

Anschaulich:

9

oz Uz
ov ov ov

2 x Yy z
9 v — Ty
9 Y Or + dy 0z
0 v

0z Z

Ein Vektorfeld ist z.B. ein Stromungsfeld. Somit beschreibt die Ableitung (Divergenz)
des Vektorfeldes die Anderung in der Stromung, d.h. die Existenz einer Quelle oder Senke

im Vektorfeld.

Der Satz von Gauf

Wir betrachten die Stromung einer Fliissigkeit durch einen offenen Kasten (in 2—Richtung).

Das Stromungsfeld (Vektorfeld) lautet:

—\

Stromung: U(F) = v,
Masse der stromenden Fliissigkeit: m = p- v,
A
z
A y/' A YX
dA, dA,
g

Abbildung 1.4: Stromung einer Fliissigkeit durch einen offenen Kasten.



e In einer bestimmten Zeit tritt eine gewisse Fliissigkeitsmenge durch die Fliche dA;
in den Kasten ein.

Volumen v, dA; =  wvp-dydz
Masse 0V, dA1 = v, -dydz

e Durch die Flache dA; tritt folgende Fliissigkeitsmenge wieder aus:

% d:c} dy dz

z dva dy d = z
vp(x 4+ de,y, 2) dy dz [v+8:v

e Die Differenz ergibt den Masseverlust bzw. Zugewinn innerhalb des Kastens:

vy
8—dexdydz

e Fiir beliebige Stromungen, d.h. fiir alle drei Raumrichtungen gilt:

29z "oy T o-

(aum dvy ‘%Z> de dy dz = div 9(7) dV

e Somit gilt insgesamt:

/ div o) av = [ () -7 dF
1%

m—
<y

Satz von Gaufl

/divﬁ(F)dV - /ﬁ(f)-ﬁdF
\4 F

Die Anderung in einem Strémungsfeld J div 4(7) dV entspricht
der Stréomung senkrecht durch die Randflichen.

FlieBt bei einem beidseitig offenen Kasten genauso viel Fliissigkeit in den Kasten hinein
wie aus ithm heraus, so ist die Divergenz (Ableitung) dieser Strémung gleich Null:

div ¥ > 0 Fliefit mehr Fliissigkeit aus dem Kasten heraus als in ihn hinein,
so handelt es sich um eine Quelle.

div ¥ < 0 Im umgekehrten Fall ist der Kasten eine Senke.

div ¥ = 0 kein Masseverlust oder Zugewinn:
das Stromungsfeld ist quellen— bzw. senkenfrei.

10



Beispiel: Elektrisches Feld, das von einer Punktladung ausgeht

Das elektrische Feld am Ort R lautet:

—

ER) =

47T€0 /|R—F]3

Fiir das elektrische Potential gilt:

E(R) = —grad ¢(R) , wobei: $(R) = av

471'60 |R_'F|

E-Feld

v

Abbildung 1.5: Elektrisches Feld, dass von einer Punktladung ) ausgeht.

Fluss der elektrischen Feldlinien durch die Oberfléche:

Foiar = 9.7 sap
dreg 2 |7
mit ndF = cos©® dF =r° dS2
Foiar = 1 @ woar = L9 29 - !
4mey 12 TEY T2 4meq
., 1 1
jl{ E-iidF = QdQ = Q 4m = Q
0 4dreo Jo TEQ €0
Im Fall mehrerer Ladungen bzw. einer Ladungsdichte gilt:
— 1 .
fE-ndF = — [ o(F) dV
€0
Mit Hilfe des Satzes von Gaufl erhilt man:
.= 1
/dlvEdV = - o(7) dV
0
divE = —Q(T)
€0

Positive Ladungen im Raum sind Quellen des elektrischen Feldes,
negative Ladungen sind Senken des elektrischen Feldes.

11



1.5 Differentiation eines Vektorfeldes: Rotation

Die Rotation ist eine Differentialoperation, bei der ein Vektorfeld einem anderen Vektor-
feld zugeordnet wird:

ov. _ a’Uy

oy 0z

- - Ove _ Ovs
rotv = VXxu= 52 .
% — 8&

ox oy

Die Rotation beschreibt die Wirbel in dem Vektorfeld.

Die Richtung von rot v entspricht der Drehachse, der Betrag von rot ¢ gibt die Dreh-
geschwindigkeit an und das Vorzeichen von rot ¢ steht fiir den Drehsinn (links— oder
rechtsdrehend).

Anschauliches Beispiel: Schaufelrad in einem Fluss

Zur anschaulichen Darstellung kann man die Strémung in einem Fluss betrachten. H&lt
man ein Schaufelrad flach in die Stromung, so wird es sich entweder rechts— oder links-
herum drehen. Die Rotation rot @' beschreibt die Drehung des Schaufelrades:

- rot U zeigt in Richtung des Drehvektors (Achse des Schaufelrades),
- |rot 9] ist ein Maf fiir die Drehgeschwindigkeit.

- Das Vorzeichen von rot ¥ gibt die Drehrichtung an (links— oder rechtsdrehend).

Abbildung 1.6: Stromungsprofil in einem Fluss.

Fiir das Stromungsprofil in einem Fluss gilt ndherungsweise folgende Formel

SN AP o _ 90, 2 2

Bei der Stromung in einem Rohr ist AP die Druckdifferenz nach einer gewissen Léange [.
n ist die Viskositit und R ist der Durchmesser (siehe Vorlesung im Wintersemester:
Gesetz von Hagen—Poiseuille).

Wir verwenden diese Formel niherungsweise, um das Strémungsprofil in einem Fluss zu
beschreiben. Hier steht der Radius r fiir den Abstand vom Flussufer.

12



Zur Vereinfachung ignorieren wir den Vorfaktor und setzen den Durchmesser des Flusses
gleich eins. In diesem Fall lautet das Stromungsprofil fiir eine Stromung in x—Richtung:

d.h. ein Teilchen mit der Entfernung yo vom Ufer hat die Geschwindigkeit: v(yg) =
(1 —43,0,0). Die Bewegung erfolgt in x-Richtung.

Divergenz

.. 0 9 0 a .
divv = %(l—y)—l—a—yo—i-&()—()

Im Fall gleichméBiger Strémung besitzt der Fluss weder Quelle noch Senke.

Rotation

0 0
rot v = Vx0= 0 = 0
—£(1-9%) 2y

Der resultierende Vektor rot ¥ (Drehachse des Wirbels) zeigt in z—Richtung und steht
somit senkrecht zur zy—Ebene (Zeichenebene). Seine Linge gibt die Stérke der Rotation
an und sein Vorzeichen den Drehsinn.

rot 7 > 0 rechtsdrehend (Vektor nach unten)
rot ¥ < 0 linksdrehend (Vektor nach oben)
rot v = 0 wirbelfrei

Der Satz von Stokes

In einer geschlossenen, aber nicht notwendigerweise ebenen Kurve C sei ein Fliachenstiick
S aufgespannt (S sei stetig und differenzierbar). Der positive Durchlaufsinn von C' sei
derjenige, bei dem S zur linken Seite liegt, wenn man S von der durch 7@ bezeichneten
Seite aus betrachtet.

Ny

dr
C

Abbildung 1.7: Satz von Stokes. Wirbelfeld in einer geschlossenen Fliche.
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7{17(7") dr = //(ﬁ-rot (7)) do
c

S

Das Linienintegral um die Fliche entspricht dem Flichenintegral (Summe!) der Wirbel
auf dieser Fliache. Es geniigt, die ,,Strémung” am Rand zu kennen, um das Wirbelfeld
der gesamten Fliche bestimmen zu kénnen.

Das Flichenintegral [[(7 - rotv) do hingt nur vom Verlauf der Randkurve, nicht aber
S

von der Gestalt der eingespannten Fliche ab.

Das Umlaufintegral ¢ ¢’ dF nennt man auch die Zirkulation von ¥ lings der Kurve C.

c
Die Zirkulation gibt die Drehrichtung und die Drehgeschwindigkeit an.

1.6 Rechenregeln fiir den Nabla—Operator

Fiir die Rechenregeln von grad, div und rot, d.h. dem Nabla—Operator, gelten im Allge-
meinen die bekannten Vektorrechenregeln kombiniert mit den Regeln der Ableitung.

Die Operationen grad, div und rot sind linear

grad (f+g) = grad f 4+ gradg grad A-f = A-.grad f
div(@+v) = divad + divd divAi-¢ = X-divd
rot (4 + V) = rotd + rotT rot A7 = A-rot ¥
bzw. in der Schreibweise des Nabla—Operators:
grad (a-f+b-g) = V(a-f+b-g)=aVf+bVy
div (a-@+b-9) = V(a-U+b-0)=aVi+bVy
rot (a-4U+b-9) = Vx(a-d+b-9)=a(Vxd)+bV x7)
Produktregeln:
grad (f-g) = [f-gradg + g-grad f
div (f-v) = f-divd + (grad f)-v
rot (f - ) = f-rot 7 + (grad f) x ¢
div (I x¥) = —drot?d + vrotd

14



Im Besonderen gilt:

rot (grad f) = V x(Vf)=0
div (rot &) = V- (Vx#)=0
div (grad f) = VVf=Af
rot (rot ¥) = grad(divi) — A7

Die oben dargestellte zweifache Ableitung (div(grad f) = Af) ist der Laplace—Operator.

O2f 02f O%f

A = VWi=gat e o

Herleitung einiger wichtiger Rechenregeln:

e div (rot ¥) =0
div (rot 7) = V- (Vx7)=0
Bei Vektoren gilt:

- -

a@xb) = 0 da alL(@axb)
Divergenz: Anderung im Strémungsfeld, zeigt in Stromungsrichtung

Rotation: Wirbelfeld, Drehachse ist senkrecht zur Stromung
Das Skalarprodukt zweier Vektoren, die aufeinander senkrecht stehen, ergibt Null.

e rot (grad f) =0
rot (grad f) = Vx(Vf)=0
Bei Vektoren gilt:
axixa = 0, da d|A

Bei zwei parallelen Vektoren ergibt das Kreuzprodukt Null.

e rot (rot ¥) = grad(div ¥) — AU

rot (rot ¥) = grad(div ¥) — AT
Bei Vektoren gilt:
ixbxé = (a-Ab—(a-b)é
somit gilt:
rot (rot ¥) = VxVxd=V(V7)—(VV)T

15
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Abbildung 1.8: Divergenz und Rotation verschiedener Vektorfelder.

1. divd=0, rotd=0

Im ersten Beispiel liegt eine vollstindig gleichméflige Stromung vor. Setzt man
sich an den Beobachterpunkt, so stellt man fest, dass genauso viel in den Kasten
hineinflieft wie aus ihm heraus (div ¢ = 0). Ferner spiirt der Beobachter kein
Drehmoment (rot o = 0).

2. diviv#0, rotv=0

Im zweiten Beispiel liegt eindeutig eine Quelle vor. Am Ort des Beobachters flieit
mehr heraus (div ¥ > 0). Dennoch spiirt der Beobachter kein Drehmoment (rot ¢ =
0).

3.divv=0, rotv#0

Im dritten Beispiel ist zwar die Stromung konstant, d.h. es liegt weder eine Quelle
noch eine Senke vor (div @ = 0). Dennoch spiirt der Beobachter ein Drehmoment
der Stromung (siehe Beispiel: Stromung in einem Fluss).

4. divv#0, rotv#0

Das vierte Beispiel stellt denn allgemeinen Fall eines vollig willkiirlichen Vektorfel-
des dar. Es ist klar zu erkennen, dass die ,langen* Vektorpfeile iiberwiegen. Somit
liegt eine Quelle vor (div ¥ > 0). AuBerdem spiirt der Beobachter ein Drehmoment
gegen den Uhrzeigersinn. Es liegt ein Wirbel vor (rot 7 > 0).

16



1.7 Divergenz, Gradient und Rotation in Kugelkoordinaten

x = 1 sinf cosyp
= 7 sinf sing

z = r cosf

r? = ¥4y 422 coth= . tanp = 2

Bei der Volumenintegration in Kugelkoordinaten gilt:
Volumenintegral : dV = 12 sinf df dy dr

Die Einheitsvektoren der Kugelkoordinaten lauten:

sin 6 cos ¢ cos @ cos —singp
€ = sin @ sin ¢ €p = | cosfsiny €p = cos
cosf —sind 0

Der Gradient eines Skalarfeldes ldsst sich mit den Kugelkoordinaten wie folgt berechnen:

10f
r 06

grad f(r,p,0) = (ﬁ‘ L 9/

or rsinf O

Herleitung
of  of or
dr  Or Ox
or O\/12 + 92 + 22 T x r sinf cosp .
or  _ - =—=———T7 =ginf cosyp
or ox /$2+y2+22 T T
or N2 + Y2 + 22 Yy y 7 sind sinp | .
o _ - =Z=——" =3in# sing
dy oy Va2 4+y?+22 7 r
or O\/12 + 92 + 22 z z 1 cosb
- = = =- = = cosf
0z 0z Va+y?+22 T r

Das Ergebnis der drei Ableitungen von r nach x, y und z entspricht genau dem Einheits-
vektor €.

of _ of 9

or  Op Ox

dp  Oarctan? 1 ( y, -y

or Ox 1+ (Y)2 xQ)_:EQ—i—yQ
—7r sinf singp 1

= - : - = — (—sinp)
72 sin® @ cos?p + 72 sin®f sin?p  rsind

17



9
0z

Die drei Ableitungen
Vorfaktor —%

darctan £ B 1 (1
Oy 1+ (£)2

oz
a2 42

)

X

r sinf cosp

rsinf

cos
r2 sin® 6 sin® p 4+ 72 sin®6 cos? ¢ (cos )

darctan £

0z =0

von ¢ nach x, y und z ergeben den Einheitsvektor €, mit einem

rsinf”
af  of 00
or 00 Ox
a0 9 arccot 22+y? 1 2T _ xz
Ox ox 1+ 122_;42 (22 + y2)3/2 (22 + y2 + 22) /22 + 32
T z T rsinfcosy cosf 1
= ﬁ\/TTyQ_T—Q coth = 3 Sine—;(cosw cos )
0 arccot—=2—
90 Vg2 1 . 2y B Yz
Oy Oy 1+ z2fy2 (22 + 232 (22 + 92 + 22) /22 1 2
Y z Y ot rsinfsiny cosf 1 (si 0)
= —_— = — CO = = — (S1n COSs
SRV R r2 sinf r v
0 arccot—=
ol . Veity? -1 1
0z 0z 1+ zzz—fyz /22 + 42

—Va?+y? —ry/sin? 0 cos? ¢ + sin? O sin” _

r2

1 ,
. == (—sin#)

Die drei Ableitungen von 6 nach z, y und z ergeben den Einheitsvektor €y mit dem

Vorfaktor %

Somit haben wir obige Formel fiir den Gradienten in Kugelkoordinaten nachgewiesen.
Fiir die Divergenz und die Rotation kann man analog vorgehen:

grad f(r,,0)

div 9(7)

Af

rot U(r, @, 0)

(| o |
N or r sinf dp r 06

1 9 1 0 . 1 Ov
= ——(r’u, —— ~ (vgsinf i 2

r2 r(r vr) + rsin@@)@(vebm )+ rsinf Op
L ep L 20r 4 @ 10 1o
- Or? r Or 2 sin? § Op> r2 062 r2tanf 00

rsiln9 (%(U‘PSiHQ)_%—Zg)
= e B — r e (rvy)
+ 5 (rve) — 5%
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1.8 Beispiele zur Vektor—Analysis:
1.8.1 Das Potential eines Dipolfeldes

Wir betrachten einen elektrischen Dipol, der aus zwei Ladungen e und —e im Abstand a
besteht. Die beiden Ladungen befinden sich in z—Richtung am Ort /2 und —a/2.

Das entsprechende Dipolmoment p = ¢ - 7 lautet in diesem Fall 7 = (ea,0,0) und zeigt
von —e nach e.

P(x,zy)

Abbildung 1.9: Elektrischer Dipol. Die beiden Ladungen e und —e befinden sich im
Abstand a.

Das elektrische Potential an einem beliebigen Punkt P im Raum ist gegeben durch:

o~ i (5-5)

471'60 T1 T2

Hierbei ist r; bzw. ro der Abstand von der Ladung e bzw. —e.
Fiir den Abstand gilt:

r = ‘/$2+y2+2’2
a\?2 ax  a?
nos V("”—i) “/”ZQ—Tw‘rﬁ@

Fiir grofie Abstdnde vom Dipol (Fernfeld-Néaherung: r > a) kann der quadratische Term
naherungsweise vernachléssigt werden. Ferner kann die Wurzel nach Taylor entwickelt

werden:
1 1ax
T o~ T -
! 272

Analog erhélt man:
14 1lax
ry o~ T -
2 272

Die beiden Abstéinde kénnen nun in die Formel fiir das Potential eingesetzt werden:
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1 e e
T,Y,z = - ar| | = ax
I (= e 7|)

lazx 1
2 r 2
B 1 e 1 1
T dmegr 1—%?—1 1—1—%‘;—5
e =
T dqegr 1—%(%)2

Vernachlissigt man den quadratischen Term (Fernfeld: r > a), so erhélt man:

1 eax

(z,y, 2)

- 471'60 7
Setzt man das elektrische Dipolmoment p(7) = (ea, 0,0) ein, so ist:

oM = o T

47T60 W
Aus dem Potential lasst sich das elektrische Feld berechnen:

E = —grad ¢

L 8 g
Areg EE

1 3 gr ﬁ gr - ﬁ
dmeg |73

Aufgrund der radialen Symmetrie des Dipols bietet es sich an, das Potential des Dipols
und dessen elektrisches Feld in Kugelkoordinaten anzugeben:

1 p-é 1 pcosf

o(r,0,0) =

dmeg 12 dmey 12

Aus dem Potential lasst sich das elektrische Feld berechnen:

., dp .  10¢ 1 0¢,
E = —grad¢=——6 ——F-€— —————
grad ¢ ar " T o8 rsin @ 8(;76“)
B 1 2pcosf e psinf z
T 4me R

1 3€r(ﬁ gr) _ﬁ
A GE
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Symmetrieachse

(DipoLachse) /—Kquipotentiatflachen

Elektr. Fetdlinien
~ { (Kraftlinien)

Abbildung 1.10: Elektrisches Feld eines Dipols. Die Abbildung zeigt den Verlauf der der
Feldlinien und der Aquipotentialflichen.

e Das Potential des elektrischen Dipols nimmt mit 72 am. Im Gegensatz hierzu fillt
das Potential einer einzelnen elektrischen Ladung mit ! ab.

e In der Symmetrieebene verschwindet das Potential: ¢(r) =0

e Das Potential ist in Richtung des Dipols am grofiten.

Dipol in einem #Hufleren elektrischen Feld

Ein Dipol wird in ein dufleres elektrisches Feld E gebracht. Ist das elektrische Feld E
homogen, so sind die Krifte auf die beiden Ladungen gleich und entgegengesetzt. Dies
ergibt keine Gesamtkraft, aber ein Drehmoment M.

M = QfxE:ﬁxE:p-E-sina

Das Drehmoment versucht den Dipol in Feldrichtung auszurichten. Erst dann verschwin-
det das Dipolmoment.

Allerdings erfordert die Drehung des Dipols eine Energie. Diese Energie ist die Summe
der Energien der Einzelladungen und kann direkt mit Hilfe des Dipolmoments berechnet
werden. Hierbei ist das von auflen aufgewendete Drehmoment M, dem Drehmoment des
Dipols Mp;p. entgegengerichtet.

W = /Mad/OéZ/MDip,d/OéZ
/pEosina daz—pEo-COSQZ—ﬁ'E

Liegt der Dipol parallel zum Feld, so ist seine potentielle Energie am geringsten, steht er
senkrecht zum Feld, so ist seine potentielle Energie maximal.
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1.8.2 Das Biot—Savartsche Gesetz

Von Biot und Savart wurden im Jahr 1820 die von elektrischen Strémen induzierten ma-
gnetischen Felder und die dadurch ausgetibten Kréfte untersucht.

Von einem Stromelement /ds, d.h. einer flieBenden Ladung, wird am Punkt P ein Ma-
gnetfeld hervorgerufen. Fiir dieses Magnetfeld B gilt:

Biot-Savart’sches Gesetz

~ Ids = 7
dB = Ho —_—
dr |73
Das von dem elektrischen Strom in einem Leiterelement hervorgerufene magnetische Feld
- ist proportional zum Strom,

- ist umgekehrt proportional zum Quadrat des Abstands,

- die Feldlinien verlaufen in konzentrischen Kreisen um den Leiter (,Rechte-Hand—
Regel®).

Magnetfeld eines geraden Leiters:

Fiir das Magnetfeld eines unendlich langen, geraden Leiters gilt:

o0

= o ds x 1
B = —1I —_—
Ir / e
_ ﬂljods-r-sinz/}
 4rw |73
_ Mo I/ R-ds
T 4r (s2 + R2)3/2

R ist hierbei der Abstand vom Leiter mit: R = r - sin¢

ds’

©y
\
s
%

ool

Abbildung 1.11: Magnetfeld eines unendlich langen, geraden Leiters.



Um das Integral zu 16sen, kann man wie folgt substituieren: s = Rsinhu.

du  darcsinh(s/R) 1 1 B 1
ds ds "R \/5/JRE+1 VRtR
5 Ho ds
B =®Prp| &
47 / (82 + R2)3/2

:@1.3/ di

4n R2sinh?u + R2
MR
A R ) sinh*u+1
_ o L[ di
" 47 R cosh?u

I fe%e]

= Z—O = (tanhu)’

IS —0o0
o 2-1
- T R

Wegen des Kreuzprodukts zeigen die Feldlinien immer entlang konzentrischer Kreise um
den stromdurchflossenen Leiter. Im Gegensatz zum Biot—Savartschen Gesetz nimmt die
Stirke des magnetischen Feldes beim geraden Leiter nicht mit 1/72, sondern mit 1/r ab.

Magnetfeld auf der Achse einer kreisformigen Stromschleife:

[ds Ids

. & [/ dB

B,

Abbildung 1.12: Magnetfeld auf der Achse einer kreisférmigen Stromschleife.

Ho ds
= /dBH = EI/COSQT—2

mit: ds= R-dy R=r7r-cosa

o1

o

2
po . R? po I R?
RTRY & P
0



Fiir grofie Entfernungen von der Leiterschleife (R < r) kann man den Radius der Leiter-

schleife vernachlissigen. In diesem Fall nimmt die Stidrke des magnetischen Feldes mit
1/r3 ab.

Magnetfeld auf der Achse einer Magnetspule:

Ausgehend von dem Ergebnis fiir eine einzelne Leiterschleife kann man das Magnetfeld
einer Magnetspule berechnen. Die Spule besitzt ng Windungen und die Lénge .

Ho R?
aB = M.
2 (Rt ey

in dem Spulenstiick d¢ fliefit der Strom dI = Idn:

dn no
dl = Idn = —1d§ = —1d
no= ggldd = o 1d
dn ng . . . .
d_§ =7 ist die Windungsdichte der Spule.
l/2—x )
po I nog R* d¢
B = dB = — —— =
J=57 | e
—1/2—z
_ Mo I ng % - %-l— T

_l’_
2 \/R2+(§—x)2 \/R2+(§+x)2

Spulenmitte: x = 0

BO) = 2~
2 J/R2Z+12/4 l

Die letzte Niherung gilt, falls die Spule lang und sehr diinn ist, d.h. R < /2.

Spulenende: x = 1/2

Das bemerkenswerte Ergebis ist, dass die magnetische Feldstirke am Rand der Spule
genau halb so grof} ist wie in ihrer Mitte.
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1.8.3 Das Kraftgesetz der Elektrodynamik

Ein duBleres Feld iibt auf einen stromdurchflossenen Leiter eine Kraft aus:

F = I-IxB
:qﬁxg

Kraft zwischen zwei geschlossenen Leitern

I, ds; L ds;

Abbildung 1.13: Kraft zwischen zwei geschlossenen Leitern. Der Strom im Leiter 2
erzeugt ein Magnetfeld, das auf den Leiter 1 eine Kraft ausiibt.

Das Stromelement Iy d§3 erzeugt am Ort 71 ein Magnetfeld ég, fiir das nach dem Biot—
Savart’schen Gesetz gilt:

dég _ &I d§2X(F1—F2)

471' 2 |7?1 —7?2|3

Dieses magnetische Feld B} iibt eine Kraft auf das Leiterelement d3; aus:

dﬁlg = Il (d§1 X dég) =
Mo d/gl X (d/gg X (771 — 772))
= L I R
4 |T1 — 7’2|3

Die Gesamtkraft ergibt sich durch Integration tiber die beiden geschlossenen Leiterkreise:

ds ds: o= T
Fp = o I I 7{7{ X (ﬂ82 Xﬂ(zl 2)
47 |71 — 75|
12
Nach den Regeln der Vektorrechnung gilt:
ixbxé = (@-&b— (@b)¢
d§1 X dgg X (Fl — 772) = (d§1 . (Fl — 'FQ))de — (d§1 . dgg)(fi — Fg)
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Den ersten Term kann man wie folgt umformen:

r 1
3 = —d&y (dsl grad17>
|T1 — T2| | T — T2|

Folglich ist \ﬁ—i%\ ein Potential. Das entsprechende Vektorfeld ist konservativ. Daher
ist die Intergation unabhéngig vom Integrationsweg und ein geschlossenes Linienintegral
muss verschwinden.

Fiir die gesamte Kraft erhédlt man:

1
F12 = —&11 _[2 fdg ]{dsl gradli
471' | T — T 2|
2 1
B 7{]{ (=72 (451 as)
4 1 42 |F1—F2|3 1 2
12

Der erste Term verschwindet, da das geschlossene Linienintegral {iber ein konservatives
Vektorfeld Null ergibt.

Insgesamt erhilt man fiir die Kraft zwischen zwei geschlossenen Leitern:

Ho o
F = ——NL I 51-d
12 I 1 142 7{]{ |r1 —r2|3 52)

Zwei parallele gerade Leiter:

Wie bereits berechnet ist das magnetische Feld eines unendlich langen, geraden Leiters:

po 20

B £ 22

2 ir d
dﬁ = Il d/gl X ég

Da die beiden Leiter parallel verlaufen, stehen ds; und By aufeinander senkrecht.

dFF = Ild§1 X EQ
= [(d3 - Ba)

d_ﬁ I d§1'.§2 - @ 2]1[2
ds1 ! dsy  4m d

Dies ist die urspriingliche Definition der Stromstérke. j—j ist hierbei die Kraft pro
Léngeneinheit. Mittels dieser Kraftmessung durch das Biot—Savart’sche Gesetzt lisst
sich po = 47 - 1077 V % bestimmen.

26



1.8.4 Das Vektorpotential

Das magnetische Feld, das von einer Stromverteilung j(7) ausgeht, lautet:

=y

Abbildung 1.14: Magnetisches Feld am Ort 7, das von einer Stromdichte am Ort 7'
ausgeht.

B = /dé_@/j(i)f(?_ﬁ) av’

47 73

Wie bereits in einer der vorhergehenden Vorlesungen gezeigt wurde, gilt folgender Zu-
sammenhang fiir den Gradienten:

1

|
4
—_
—

?lﬁ
U s

Somit kann man das magnetsche Feld wie folgt umschreiben:

=
B = vxto [0

dr | |7 — |
Ho ]('F,) / T
t [ — dVv = rot A
ro (47r/|?—?’| ro

A ist das Vektorpotential des magnetischen Feldes.

Ferner gilt:

divB = divrot A=0

Daraus ergeben sich folgende Konsequenzen:
— das magnetische Feld besitzt werder Quellen noch Senken,

— es gibt keine magnetische Monopole.
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1.8.5 Die Kontinuitédtsgleichung der Elektrodynamik

Die Stromdichte in einem Leiter ist wie folgt definiert:

. |-.*|7 dq
T

Dies entspricht dem Fluss von Ladungen pro Zeit ¢ durch die Fliache F'.

Fiir den elektrischen Strom gilt:

I = /j-ﬁdF

Wir betrachten ein Volumen V' mit der Ladungsdichte p. Da prinzipiell Ladungserhaltung
gilt, fithrt eine zeitliche Anderung der Ladungsdichte (z.B. eine Abnahme der Ladungs-
dichte) zu einem Stromfluss durch die Oberfléche:

Cdt
14

d §
— /<d—f+divj> v = 0
\4

odV = /j-ﬁdF:/divjdv
14

d 4
<d—f+divj> — 0

Dies ist die Kontinuitéitsgleichung der Elektrodynamik. Sie garantiert die Ladungserhal-
tung.
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2  Vorlesung: 12. 6. bis 19. 6. 2006
Linien— und Flichenintegrale

2.1 DMotivation: Das Potential

e Der Gradient eines Skalarfeldes ergibt ein Vektorfeld.
e Nicht jedes Vektorfeld ist zwingend der Gradient eines Skalarfeldes.

o2 Of L o0F L Of
(&) —= %em—i-a—yey—i-&ez

Falls dies doch der Fall sein sollte, so ist das Vektorfeld konservativ (Vektorpotential),
und das zugehorige Skalarfeld ist das Potential.

Fiir das Vektorpotential gelten folgende wichtige Eigenschaften:

1. Das Kurvenintegral iiber ein Vektorpotential ist unabhéngig vom Integrationsweg
und ergibt sich somit direkt aus der Potentialdifferenz zwischen Anfangs- und End-
punkt der Integration.

2. Folglich muss das Kurvenintegral iiber eine geschlossene Kurve verschwinden:

7{6(5) di = 0

3. Ferner ist:  rot (&) =0

2.2 Linienintegrale

A

y

AY

AX

\4

Abbildung 2.1: Bogenlénge einer ebenen Kurve.

Die Bogenlénge einer ebenen Kurve kann wie folgt berechnet werden:

Asi = /Axi+ Ay




kartesische Koordinaten

b

y=f(x) s = /\/1 + (f/(2))2 da

Parameter Darstellung

r=(50) o= [y (E) (%)

t1

Das Bogenelement ist wie folgt definiert:

ds = /(do)? + (dy)? = 1+ (f(2)) = /(@) + (4(t))?

Polarkoordinaten

r=r(p)
wo < p <1

de

X

Abbildung 2.2: Bogenléinge einer ebenen Kurve in Polarkoordinaten r und ¢.

ds = /(dr)? + (r dp)?

s = [VEREF TR
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1. Beispiel: Der Kreisumfang

U:/W@—z; \/%—47«0/\/17__22

= A4r. arcsinz|é =A4r. g = 2rm
Der Kreisumfang in Polarkoordinaten:
r(p)=r (conts.)
0<p<2r
27 27
/\/T2+T/2 dtp:/rd(p:Qrw
0 0

2. Beispiel: Zykloid

Bahnbewegung, die ein Punkt beim Abrollen eines Kreises beschreibt:

A

v

0 21

Abbildung 2.3: Konstruktion eines Zykloid: Abrollen eines Kreises.

N ORE)

N—— —
horizontale Kreis
Bewegung Bewegung
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ds = E(0)? +g(t)? dt

= r\/(l — cos(t))? + sin’(t) dt

= r\/l — 2cos(t) + cos?(t) + sin?(t) dt
= V2 /1 —cos(t) dt
= V2 4/2sin?(t/2) dt

= 2r sin(t/2) dt

Somit erhilt man fiir die Bogenlidnge des Zykloiden:

27 2
Z = /\/x'2 + g2 dt =2r /sin(t/Z) dt
0 0

2r [—2cos(t/2)] (2)77 =8r

Die volle Lénge eines gespitzten Zykloids (abrollender Kreis) hat die 4—fache Linge des
Durchmessers des Kreises. Die Zahl 7 taucht hierbei nicht mehr auf.

3. Beispiel: Die Ellipse

Fiir die Ellipse gilt:

o [ a cos(t) S [ —a sin(t)
() = ( b sin(t) ) () = < b cos(t)
Somit erhélt man fiir das Bogenelement der Ellipse:

ds = )2+ gt)2 dt

= \/@2 sin?(t) + b2 cos?(t) dt

Der Umgang (Bogenlinge) der Ellipse betriigt:

2m

U = / \/a2 sin?(t) + b2 cos?(t) dt

0

Dieses Integral ist nur noch numerisch 16sbar.
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2.3 Dreidimensionale Linienintegrale

Im dreidimensionalen Raum sei eine glatte Kurve C in der Parameterdarstellung durch
die Funktion x = x(s), y = y(s) und z = z(s) gegeben (Die Kurve C sei glatt und
stetig). Als Parameter sei direkt die Bogenlinge s gewiihlt. Die Kurve C ist auf der
Fliache (gegeben durch die Funktion f(z,y,2)) definiert. Diese Funktion ordnet jedem
Punkt P;(x;,yi,z;) der Kurve C(s;) einen Wert f(x;,yi, 2:) zu.

f(x.y.z)

X

Abbildung 2.4: Linienintegral der Kurve C' auf der Funktion f(z,y, 2).

Die Bogenlédnge ist nun:

Das Kurvenintegral lautet:

As;—0
n—ooo =1

[ u) sy ds = Jim Y Flasi.pls).2(s0) - A,
C

Substitution der Bogenlénge durch den allgemeinen Parameter ¢:

ds

= = VEDT R 20
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2.4 Oberflichenintegrale

Die Fliche F, die auf der Funktion f(x,y, z) verlduft, kann analog zu obiger Uberlegung
in n Teilstiicke zerlegt werden.

f(x,y,z)

X

Abbildung 2.5: Oberflichenintegral der Fliche F' auf der Funktion f(z,y, z).

o= Zf(fi,yuzi)'AFi
=1

n—oo 3=1

0 = /f(x7y72) dF = Allvimg Zf(xiuyiazi) . AFl
F

Die Fléche kann mit den beiden Parametern u und v beschrieben werden (Z = Z(u,v) ).
Analog zu obiger Herleitung kann man diese durch den allgemeinen Parameter ¢ substi-
tuieren.

Linienintegral
ds\* _ (Ordu  Ovdv\"_ (0m\'(du\' L, (Ow0r) (dudv)  (0x\®(dv)?
dt — \Oudt ovdt) \ou dt Oudv ) \ dt dt v dt
s = @2d2+2 0r v dd+%2d2
5= ou Y ou Ov wav ov v

Die Lange der Kurve ergibt sich nun wie folgt:

L= [ 560.u0).:0)VGEOR d

[ #a®.p0.20) \/ %) (%‘) 2 %‘3—) @_ﬁ%) N (g_x) <%) gt

to
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Oberflichenintegral

Analog erhélt man fiir das Oberflichenintegral:

2 2 2
P20 = (%) du2-<?> dv? — (??) du? dv?
u v u ov

0 - o0 - [[ e JEY () - (22) wa

Sonderfall: Ebene Flichen:

ol 4
ol /

F:/:v(t) §(t) dt F:/—y(t) () dt

to to

Beispiel: Fliche einer Ellipse

x(t) = a cost #(t) = —a sint

y(t) = a sint y(t) =b cost

F = 2 [ —y(t) @(t) dt
/
= mab

[ Lo
= 2ab/sin2t dt = 2ab [5 - Zsin(2t)}
0 0

Im Gegensatz zum Umfang lédsst sich die Fléche einer Ellipse problemlos berechnen.
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2.5 Mantel eines Rotationskorpers

‘Mantel = Linienintegral - 2 7

v

21

Abbildung 2.6: Mantel eines Rotationskorpers.

ty

M= 27T/f(:1:,y,z)\/x'(t)2+y(t)2+,é(t)2 dt

to

b

= 27T/y V14 (y)? do

a

Beispiel: Kugeloberfliche

Ein Kreis dreht sich um die z—Achse. Durch diese Rotation entsteht eine Kugel.

y = r2 — 22
—Z
o
4 2 — 2
22 r2
1+ (y'(2)” = 1- =




3 Vorlesung: 3. 7. 2006
Potentialreihen—Zerlegung: Die Taylor’sche Reihe

3.1 Die Taylorentwicklung

Eine beliebige Funktion (stetig und (n + 1)-mal differenzierbar) kann als Potenzreihe
dargestellt werden. Diese Reihendarstellung nennt man Taylorreihe:

e R, ist das Lagrange’sche Restglied:

(n+1) (g T —x
heo= H((Zﬁ;! D (g gy v €[0,1]

e Im Fall einer unendlichen Reihe ist lim R, (z) = 0.

n—oo

e Der Spezialfall zy = 0 wird auch Mac—Laurin’sche Reihe genannt.

In der Physik ist es oft sinnvoll, eine komlizierte Funktion niherungsweise durch ein
Polynom n—ter Ordnung zu beschreiben und die hoheren Terme, unter Beriicksichtigung
der Fehlerabschitzung, zu vernachléssigen.

Beispiel: Polynom

flz) = ny(%)(w—wo)”

= (178 +2x0+1)+ (3:178 + 2)(x — xo)
1 1
—|—5(6x0)(:17 - x0)2 + §G(x - xo)?’

= —245(x —x0) = 3(x — 20)? + (z — x0)°

= 2242241

37



3.2 Taylorreihen einiger wichtiger Funktionen

Exponentialfunktion

flx) = € um x9=0

!
=0 V.
1
= 90 4 1'60x1+ o — 002 4 — . 60:1034_4 0
= +:c+5:c +§:c +EI+
- n!
"0 n:

Trigonometrische Funktionen

flz) = sin x um xg = 0
f@) =  cosa flw) = 1
f’(x) = —sinzx " (zg) = 0
Gl(z) = —cosx G = -1
f(x) f
@) = sinx @ = 0
n v x
f(z) =sinz = Z ! IE'O)(:v—xo)
v=0 ’
1 1
_ 3 5 7 9
xr — 5:17 + a:c ﬁ:c + 9':17 +
: 14 1 5 1. 14 > g2l
= —_ — — —_ — — e — _1 n
sinx T — 5 +5!x e —|—9!a: + ;( ) ot D)
- Lo a4 1s 15 _ - n "
cosx = 1—5$ —i—zx ~ &’ +§:v +-- = 7Z;)(—l) @)

. . r?sina  x3cosa atsina  a%cosa 2" sin(a +
sin(x +a) = sina+x-cosa — o 3 + o + ] + -+ ]
Hyperbolische Funktion

. et —e " 1 1 1 1 g2ntl

siha = e = g g b gl *Zznﬂ
e’ e " 1 1 1 1 — "

coshx = — = 1+§:v —i—Egc —|—ax +§x o = HZZO(??I)!
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3.3 Beispiel aus der Festkorperphysik
Wechselwirkung zwischen zwei Atomen

In der Natur ordnen sich die Atome zu reguliren Kristallgitter an. Hierbei wirken zwi-
schen den Atomen verschiedene anziehende und abstoflende Wechselwirkungen.

Anziegende Wechselwirkungen:

— Tonenbindung (z.B. Na™ + Cl~ — NaCl)
— kovalente Bindung

— metallische Bindung

— Van—der-Waals Bindung

Abstoflende Wechselwirkung

— Coulombabstoflung der negativ geladenen Atomhiillen

Bei einem bestimmten Abstand 7y sind die anziehenden und abstoflienden Krifte im
Gleichgewicht. Dies ist der Abstand der Atome im Kristallgitter.

Die anziehenden bzw. abstolenden Wechselwirkungen kénnen ndherungsweise durch fol-
gende Funktionen beschrieben werden:

Anziehung : —B-r”
Abstoflung : A-rm

Gesamtpotential: Wpot = Ar—™ — Br™"

Eine realistische Beschreibung liefert das Lenard—Jones Potential:

Lenard-Jones Potential

Potentielle Energie

0.8 1.0 12 14 16 1.8 20

Abbildung 3.1: Verlauf der potentiellen Energie bei der Annéherung zweier Atome
(Lenard—Jones Potential).
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Der erste Term des Lenard—-Jones Potentials beschreibt die Anziehung der Atome auf-
grund der zwischenatomaren Krifte, wihrend der zweite Ausdruck die AbstofSung zwi-
schen den abgeschlossenen Elektronenhiillen der Atome wiedergibt. Die beiden Konstan-
ten € und o sind empirische Parameter.

Nahern sich zwei Atome gegenseitig an, so wirken zunéchst anziehende Wechselwirkun-
gen. Bei einem bestimmten Abstand 7o herrscht Kraftegleichgewicht zwischen den anzie-
henden und den abstoflenden Wechselwirkungen. Dieser Gleichgewichtsabstand ist der
Bindungsabstand der Atome im Molekiil oder Festkorper. Nihert man die Atome weiter
an, so nimmt die abstoflende Wechselwirkung dramatisch zu.

Kriftegleichgewicht herrscht, wenn die potentielle Energie im Minimum ist,
d.h. Wy, =0.

d Whpot(r) —60%  —12012
ngot(’r) = Tar - —4e g3 ) T 0
- ro = 21/6-0

Die zweite Ableitung der potentiellen Energie nach dem Abstand zwischen den Atomen
lautet:

d? Wpor (1) 4205 156012
Wyor(r) = d 12 = _4€< P >

Entwickelt man das Lenard—Jones Potential in eine Taylorreihe um den Gleichgewichts-
abstand rg, so erhélt man:

Wpot(r) = W(ro) + W'(ro) (r —ro) + %W"(ro) (r—ro)® + ---
=0

= W) + 30 0) (= o)+

Beriicksichtigt man nur Terme bis zur 2. Ordnung, so spricht man von der harmonischen
Néherung. Da z.B. die thermische Auslenkung der Atome aus der Gleichgewichtslage
sehr klein ist, im Vergleich zu den atomaren Absténden, geniigt es oft, die harmoni-
sche (quadratische) Néherung zu betrachten, um experimentell beobachtete Effekte wie
Atomschwingungen erkldren zu kénnen.
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4 Vorlesungen: 3. 7. 2006 und 17. 7. 2006
Fouriertransformation

4.1 Reihenentwicklung in trigonometrische Funktionen

Bei vielen Problemen in der Physik ist es erforderlich, eine periodische Funktion in eine
Reihe aus trigonometrischen Funktionen zu entwickeln:

fl@) =

ag
5 + ; ay, cos(kx) + by sin(kx))

Eine Reihe dieser Form heifit Fourierreihe und die Entwicklung einer Funktion in ihre
Fourierreihe bezeichnet man als harmonische Analyse. In der praktischen Anwendung
bricht man die Reihe nach einer endlichen Zahl von sin- und cos-Gliedern ab.

Die Fourierkoeffizienten a; und by geben die Amplitudenverteilung, d.h. die Amplitude
bei einer bestimmten Frequenz, wieder:

ap = . /f(x) cos(kz) dx, k=0,1,2,---
T
1 T .

o= = [ s ) de, k=12,
iy

e Symmetriebetrachtungen:
Die Fourierreihe einer geraden Funktion enthélt nur gerade Reihenglieder, d.h. nur
Cosinus—Terme:

folz) = % + ay, cos(kz)
k=1

Eine ungerade Funktion enthélt nur ungerade Reihenglieder, d.h. nur Sinus—Terme:

Z by sin(kx)
k=1

e Abbruch der Reihe: Durch Abbruch nach einer endlichen Zahl von Termen erhélt
man eine Niherungsfunktion fiir f(z) in der Form einer trigonometrischen Reihe.
Die Naherung ist umso ,,préziser”, je ,,langer” die Reihe ist.

e Allgemeine Periode: Jede periodische Funktion 148t sich als Fourierreihe darstel-
len. Im allgemeinen Fall kann man die Periodendauer P wie folgt auf 2z skalieren:

P
2 2
a = % /f(af) COS<FI€$) dz, k=0,1,2,--
0
2 I 2
. T
bk = F /f(x) sin (?k:E) dxa k:172’
0
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Beispiel: Rechteckskurve

+1 bei O<z<m
-1 bei T<x <27

0 T 21 3n

Die obige Rechteckskurve ist eine ungerade Funktion. Ihre Fourierreihe muss somit fol-
gende Form haben:

Z by, sin(kx)
k=1

2m
1
by = = /f(a:) sin(kz) dx
™
1 2m
= — /sm kx) dx—i—/—sm(k;v) dx
™
0 ™
2m
1 1 111
- 2 [reoe] |+ 2 [fomes] |
1
= [cos(2km) + cos(0) — 2 cos(k)]
™
- L [2 — 2 cos(k)]
ok i
_ 1 k = gerade k=246,
cos(km) = { -1 k = ungerade k=1,3,5,
k = gerade br=72=(2-2)=0
k = ungerade b =1=(2+2) = &
Die Fourierreihe der Rechteckskurve lautet:
. 1. 1. 1. 4 Ksin((2k — 1)z)
flz) = - (sm:v + 3sm3x + 551115:10 + 7sm7x + ) = w; 0% — 1
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Dreieckskurve

flx) = |z mit der Periode 27
flz) = +x bei O<z<m
o -z bei T<x<2m
—k=1
k=3
T ——k=5
— k=7
0 T 2n 3n

Die obige Dreieckskurve ist eine gerade Funktion. Thre Fourierreihe muss somit folgende

Form haben:

flz) = % + Z ay cos(kx)
k=1
1 2m 1 ™
aoz—/|:17|d:c:2-—/xdx:7r
T T
0 0
2m ™
1 1
ar, = — /|$| cos(kx) dz = 2-—/:10 cos(kx) dx
T T
0 0
21 21
= —— z sin(kzr)| - —/—sin(kx) dz
mk 0 m) k
0
R cos(kx) T 2 (coskm — cos0)
 km o K2 "
—4 k = gerad k=1,3,5
ap = k2 - serade ST
0 k = ungerade k=2,4,6,---

Die Fourierreihe der Dreieckskurve lautet:

4 1 1
flz) = g—;(cosx + §COS3x + §C085$ + ) =

NN
|

EREEN

NE

b
Il
—
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4.2 Fourierreihen einiger spezieller Funktionen

Rechteckskurve
4 1 1 1
fl&) = —|sinz + —-sin3z + —sinbzr + —sin7z + ---
T 3 5 7
Dreieckskurve
4 1 1 1
flx) = g—; <cosx + §c0s3:1: + ﬁcos&r + ﬁcos%c + >
Ségezahnkurve
. 1 . 1. 1 .
flx) = 27 —2(sinx + §s1n2x + gsm3:1: + 131114:0 + -

gleichgerichteter Wechselstrom

2 4 1 1 1
flx) = |sinzx| = i (T:;coslv + ﬁcosélx + ﬁCOSG.’L‘ + )
Einweg—Gleichrichter
1 1 2 1 1 1
flz) = = ;+§sin$—;<1—.36052x + mcosélx + ﬁCOSG,T + )

4.3 Fourierentwicklung in komplexer Schreibweise

Eleganter ist die komplexe Schreibweise der Fourierentwicklung:

Fourierentwicklung:
f@ = [ g e an
Fourierkoeffizienten:
1 i —ikx
glk) = o [ flx) e ™ du
27

Beweis der Relation:

i Ji —ik'x _ i rr i(k—k")x
2ﬂ_/f(ac)e de = 5 // g(k)e dk dx

oo — OG- 00

- / g(k) 5(k — k') dk = g(K)

— 00
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4.4 Die Dirac’sche d-Funktion:

o(x) = i/eim dk
27
1 o0

k) = o e dy

Eigenschaften der )-Funktion:

Die Dirac’sche é-Funktion ist ein sehr wichtiges Hilfsmittel bei der mathematischen Be-
schreibung der Physik. Sie ergibt erst nach der Integration ein sinnvolles, reales Ergeb-
nis. Wichtig ist, dass die gesamte Fliche unter der Kurve von §(z) eins ergibt, d.h.

j? §(z) de =1.

5(17)_{ o o=

sonst

oo

J b(z) de =1
_T F(2)8(x — o) do = f(zo)

Niherungsweise kann die §-Funktion wie folgt analytisch dargestellt werden:

ko

_ ikx — — (ptkox _ —ikoz

f(z) /e dk - (e e )
—ko

L (cos(kox) + isin(kox) — cos(kox) + isin(koz)) = 2 sin(kox)
T x
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10 b -

< sin(k x)
8 - k, = .
6 - -
4| ]
L 2k, 1

Abbildung 4.3.: Niherungsfunktion fiir die Dirac’sche §-Funktion.

4.5 Fourierintegrale

Eine nichtperiodische Funktion kann prinzipiell nicht in eine Fourierreihe entwickelt wer-
den.

Fiir den Grenzfall einer unendlichen Periodendauer P — oo 148t sich jedoch auch eine
beliebige Funktion nach Fourier entwickeln. Das Ergebnis ist das sog. Fourierintegral.

Falls das unendliche Integral einer Funktion existiert ( [ f(z) da < o), gilt:

(a(k) cos(kx) + b(k) sin(kx))

=
&
I
oy

Die Fourierkoeffizienten sind nun keine diskreten Zahlenwerte, sondern stellen ein konti-
nuierliches Spektrum dar:

alk) = %/f(x) cos(kzx) dx,
bk) = %/f(x) sin(kz) dx,
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Die Gaufi—Funktion:

Zur Vereinfachung wird hier die GauB-Funktion ohne den normierenden Vorfaktor
1_ betrachtet:

oV 2

flx) = exr><

2

202

)

Die Fouriertransformation der Gaufl—Funktion lautet:

S /Oo - (ikz) d
o exp 552 exp (ikz) dx

g(k)

Wichtig heirbei ist, dass die Standardabweichung ¢ im Exponenten der Gaufi—Funktion
im Zahler steht, wihrend o beim Fourierkoeffizienten im Exponenten im Nenner auf-
taucht. Als Konsequenz wird eine ,,scharfe* Funktion auf eine ,,breite“ Funktion transfor-
miert, und umgekehrt erscheint eine ,, breite“ Funktion im Fourierraum als eine , scharfe®

Funktion.

0.4

0.2

0.0

1.0
. a(k)
Fourier
Transformation o8
‘H‘ /—\ 06
[
[ |
[ L04
| {
[ 102
L0.0
0 5 10 -0 5 0 5 10
X

Abbildung 4.4.: Fouriertransformation der Gaufi—Funktion.
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4.6 Der Faltungssatz

Die Fouriertransformierte des Faltungsproduktes zweier Funktionen:

(fog) (@) = / fWalz —v) dy

ist bis auf v27 gleich dem Produkt der Fouriertransformierten der einzelnen Faktoren:

o0

1

2

(fog)(z)- ™ de = V2rF(k)-G(k)

Grenzwertsitze:

Ist lim f,(z) = f(x), soist auch lim g,(k) = g(k).

n—oo n—oo

d.h. konvergiert die Fouriertransformierte gegen eine stetige Funktion, so existiert eine
Funktion mit lim f,(z) = f(x).
n—oo

4.7 Anwendungsbeispiele
4.7.1 Hochfrequenzfilter — Wiener-Filter

Die Fouriertransformation kann zur Unterdriickung von hochfrequentem Rauschen ver-
wendet werden. Diese Methode findet vor allem in der Elektrotechnik Anwendung. Ein
anderes Anwendungsbeispiel ist das ,,Glatten“ von verrauschten Funktionen.

Vorgehensweise:
1. Fouriertransformation f(z) — a(k).
2. Loschen der hochfrequenten Anteile von a(k).

3. Riicktransformation a(k) — f(x).

1.2 ‘ T T T T T 100 ¢
” ‘ Raman Spektrum
10L ‘ von YTIO,
. —— orginal Daten
\ A —— gefilterte Daten = 50
L (o)
038 ‘ EE
e 8
‘Bz 06 ¥ 0
c o
2 2
< 5
04} LE
-50
02
0.0 L L L L -100 L 1 1 L L
0 1000 2000 3000 4000 5000 0.0 0.1 0.2 03 04 05

Energie  (cm’”) Frequenz Bereich

Abbildung 4.5.: Frequenzfilter zur Unterdriickung von Rauschen.
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4.7.2 Fourieroptik

Licht ist ein elektromagnetische Welle. Man kann daher die Welleneigenschaften des
Lichts nutzen, um die Wirkung von optischen Komponenten im Strahlengang zu unter-
suchen.

Nach dem Huygens’schen Prinzip geht von jeder Elementarwelle wiederum eine Elemen-
tarwelle aus.

1. Eine ebene Welle kann wie folgt beschrieben werden:

EY) = v exp (it —E7)) = v(0)

2. Eine ebene Welle mit einer Phasendifferenz lautet:

—

GED = o exp (i(wt - K7+ d))

3. Am Spalt lauten der Gangunterschied:

d=1y sin¢ Gangunterschied

0= @ =k-d Phasendifferenz

Somit kann man eine Lichtwelle bei der Beugung am Spalt wie folgt beschreiben:

—

(7 t) = 1o exp (i(wt—k(?"—i— ysin¢)))
= (0) exp (~ikysing)))

4. Die Superposition aller Wellen, die den Spalt passieren, lautet:

b/2
VGes(d) = / $(0) exp (_iEysiw))) dy
—b/2
b/2
= (0) / exp(—ikyy) dy
—b/2

Dies ist exakt die Fouriertransformation der Spaltfunktion:

Fly) — {1 ly| <b/2

0 sonst

Die Beugung am Spalt 148t sich als die Fouriertransformation der Spaltfunktion beschrei-
ben!

Man kann sdmtliche, auch komplizierte geometrische Muster mit Hilfe der Fouriertrans-
formation behandeln und erhélt jeweils das entsprechende Beugungsbild.
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Die Linse als Fouriertransformator

Eine Linse fithrt eine zweidimensionale Fouriertransformation durch. Hierbei wird die
Objektebene auf die Fourierebene abgebildet.

R

Abbildung 4.6.: Die Linse als zweidimensionaler Fouriertransformator.

Die Lichtquelle befindet sich am Ursprung (z =0, y = 0):

E(z,y) = Eod(z)d(y)

Die Fouriertransformation lautet:

oo

F[E(z,y)] = // Eo §(x)d(y) exp (—i(xky + yky)) dx dy

haie cajee)
Eine wichtige Anwendung ist der sogenannte 4 f—Aufbau, wie er z.B. in Mikroskopen ver-

wendet wird. In der Fourierebene kann man durch Blenden, Filter oder Phasendifferenz—
Platten Verdnderungen der Beugungsbilds erreichen:

- optische Filterung von Streulicht.

- Kontraste im Objektbild kénnen verstéirkt werden.
(Tiefpassfilter: hohe Raumfrequenzen werden abgeschnitten).

- Ein storender Untergrund kann beseitigt werden.

Objekt Fourier Bild
Ebene Ebene Ebene

1 |
| T

e

Abbildung 4.7.: Der 4 f—Aufbau.
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Beugung am Spalt

Eine elektromagnetische Welle, die auf einen Spalt trifft, kann mit folgender Funktion
beschrieben werden:

Bry) — E { 1 lyl <b/2

0 sonst

Dies ist das Produkt der Funktion fiir die Lichtwelle mit obiger Spaltfunktion.

Die Fouriertransformation ergibt:

00 b/2
F[E(z,y)] = Ep // exp (—i(xk, + yky)) dy dz
—0c-b/2
00 b/2
= Fy / exp(—izk,) dzr / exp(—iyk,) dy
—o0 —b/2
b/2
= Fy-6(ks) / exp (—iyky) dy
—b/2
Ey-5(k 1 iy k. i
= Eo-6(ks) <_%> exp (—iyky) ’717/2
i b . b b . b
= FEy-0(ks) % (cos(—ky§) + zsm(—ky§) - cos(kyi) - sm(ky§))
— By o(ka) = (—2isin(k,2)
RS P
2 b
= Fy-6(ks) k_y sin( y§)
. ék
- Eo.g(kx).b.ﬁrllj(i?y)
(§ky)
unendlicher Spalt
Im Fall eines unendlich langen, diinnen Spalts erhélt man:
F[E(z,y)] = Fo // Ey §(x) exp (—i(kyz + kyy)) dz dy
— B0 [ esp(-ibyy) dy = Eo o(k,)

o1



