25 Jahre Quanten-Hall-Effekt

Der Quanten-Hall-Effekt dient als Widerstandsnormal in der Metrologie und hat ein
Tor zu einem neuen Gebiet der Festkorperphysik aufgestoRen

Klaus von Klitzing, Rolf Gerhardts und Jiirgen Weis

Fiir die unerwartete Entdeckung im Friihjahr
1980, dass der Hall-Widerstand in einem zwei-
dimensionalen Elektronengas quantisierte Werte
annimmt, wurde 1985 der Nobelpreis fiir Phy-
sik vergeben. Erst in den letzten Jahren ist es
gelungen, eine kohirente Erkldrung dafiir zu
entwickeln, dass diese quantisierten Werte, die
nur von Fundamentalkonstanten abhéngen, mit
grofler Genauigkeit an Proben aus unterschied-
lichen Materialien und von unterschiedlicher
Geometrie gemessen werden.

ie Geburtsstunde des Quanten-Hall-Effekts
D (QHE) ldsst sich genau datieren, auf die Nacht

vom 4. auf den 5. Februar 1980 gegen 2 Uhr
morgens. Wiahrend eines Experiments am Hochfeld-
Magnetlabor in Grenoble sollte unter anderem der
Elektronentransport in Silizium-Feldeffekttransistoren,
noch heute die grundlegenden Bauelemente hochstin-
tegrierter Schaltungen, untersucht werden. Wie ldsst
sich die Ladungstriagerbeweglichkeit in diesen Baue-
lementen verbessern? Welche Art von Streuprozessen
(verursacht durch Oberflachenrauigkeit, Grenzflachen-
ladungen, Verunreinigungen, usw.) haben den groRten
Einfluss auf die Bewegung der Elektronen innerhalb
der nur wenige Nanometer dicken, leitenden Schicht
an der Grenzflache zwischen Silizium und Silizium-
dioxid? Zu diesem Zweck hatten G. Dorda (Siemens
AG) und M. Pepper (Plessey Company) besonders
ausgelegte Silizium-Feldeffekttransistoren (MOSFET)
zur Verfiigung gestellt (Abb. 1), die es erlaubten, im
Magnetfeld Vierpunktmessungen fiir den gewodhnlichen
(longitudinalen) elektrischen Wi-
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standstensors ¢ bestimmen, welcher die lokale Schicht-
stromdichte j mit dem lokalen elektrischen Feld E bei
senkrecht zur Schicht angelegtem Magnetfeld B ver-
kniipft, E =¢ - 7. Um stérende Streuprozesse aufgrund
von Elektron-Phonon-Wechselwirkungen zu unterdrii-
cken, wurden die Experimente bei tiefen Temperaturen
(typischerweise 4,2 Kelvin) sowie bei einem starken
Magnetfeld (mehrere Tesla) durchgefiihrt.

Seit 1966 war bekannt, dass die Elektronen, die sich
durch eine positive Gate-Spannung an der Oberfldche
eines Silizium-Einkristalls sammeln, unter Umstdnden
ein zweidimensionales Elektronengas (2DES) bilden
[1]. Die Energie der Elektronenbewegung senkrecht zu
dieser Oberfldache ist quantisiert (quantenmechanisches
Teilchen ,in einem Kasten). Ist die Bewegung senk-

recht zur Oberfldache aufgrund die-

derstand R,, = U,/I, und fiir den
Hall-Widerstand R,, = U,/I, an der
Ladungstragerschicht durchzufiih-
ren. Die Ladungstrdgerdichte in der
leitenden Schicht war mittels einer
geeigneten Spannung an das Gate,
d. h. einer parallelliegenden Metall-
platte, verdnderbar. Unter Annah-
me einer homogenen elektrischen
Stromdichte- und Feldverteilung
zwischen den spannungsabgreifen-
den Kontakten lassen sich aus die-
sen Widerstandswerten die Kompo-
nenten g, = R,, W/L und g,,= R,,
des spezifischen (Magneto-) Wider-
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D In einem zweidimensionalen Elektronen-
gas und bei tiefen Temperaturen weist der
Hall-Widerstand Plateaus R,,=h/ie* mit
i=1,2,3,..auf bei Gate-Spannungen,

an denen der ,,gewohnliche“, longitudinale
Widerstand verschwindet.

» Die Plateaubreite und die Unabhéngig-
keit von Details des Experiments lassen
sich im Rahmen eines Modells verstehen,
in dem kompressible und stromtragende
inkompressible Bereiche im Probeninneren
und an den Réndern eine essenzielle Rolle
spielen.
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ses Effekts komplett , eingefroren,
d. h. ist nur der niedrigste Zustand
besetzt, verbleibt den Elektronen
nur noch die freie Bewegung pa-
rallel zur Oberfldche: es liegt ein
zweidimensionales Elektronensys-
tem vor.” Ein starkes Magnetfeld
senkrecht zu dieser Ebene zwingt
die Elektronen auf eine ,Kreisbahn*
(Zyklotronbewegung), deren Ener-
gie durch die Landau-Quantisierung
auf diskrete Werte eingeschriankt
wird. Im Idealfall besteht dann das
Energiespektrum eines 2DES aus
diskreten Landau-Energieniveaus

Physik Journal
4 (2005) Nr. 6

Uberblick

Abb. 1:
Typischer Silizium-
MOSFET zur Mes-
sung der xx- und
xy-Komponenten
des spezifischen
(Magneto-)Wider-
standstensors in
der Ladungstri-
gerschicht unter
dem Gate. Fiir
einen festen Strom
zwischen den Kon-
takten Source (S)
und Drain (D) sind
die Potentialab-
fille zwischen den
Kontakten P-P und
H-H unmittelbar
proportional zu
den Widerstinden
R,, und R,,. Eine
positive Gate-
Spannung erhoht
die Ladungstriger-
dichte unterhalb
des Gates.

1) Der Ubersichtsartikel
von T. Ando, F. Fowler
und F. Stern aus dem
Jahr 1982 iiber die Ei-
genschaften eines 2DES
bietet eine zusammen-
fassende Darstellung
des Kenntnisstands zur
Zeit der Entdeckung des
QHE [2].
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von Klitzing, Prof.
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2) In Si-MOSFETs gibt
es aufgrund der Band-
struktur fiir die hier ge-
wihlte Magnetfeld- und
Kristallrichtung zu jeder
Landau-Quantenzahl
vier Landau-Niveaus,
die sich durch die
Spin-Orientierung der
Elektronen und ihre
Zugehorigkeit zu den
Leitungsbandminima
unterscheiden.
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mit Energieliicken, gegeben durch die Zyklotronenergie
und die Zeeman-Aufspaltung, die beide mit zunehmen-
dem Magnetfeld grofler werden. Gleichzeitig nimmt

die Zustandsdichte der Landau-Niveaus zu: Die Zahl
der Zustédnde pro Landau-Niveau und Fldche (und pro
Spinorientierung) ist 7, = B/®,, mit der magnetischen
Flussdichte B (oft kurz Magnetfeld genannt) und dem
magnetischen Flussquant @,="h/e (h ist die Planck-
Konstante, e die Elementarladung).
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Abb. 2:

Das erste Experiment zum Quanten-Hall-Effekt, durchgefiihrt
bei der Temperatur von fliissigem Helium. Ohne Magnetfeld
nimmt der elektrische Widerstand (blau) des Silizium-MOSFETs
monoton als Funktion der Gate-Spannung ab, da die Elektro-
nendichte linear mit der Gate-Spannung zunimmt. Bei einem
Magnetfeld von 19,8 T weist der Hall-Widerstand (schwarz)
deutliche Plateaus auf bei Gate-Spannungen, bei denen der lon-
gitudinale Widerstand (rot) verschwindet. Die Markierung zeigt
auf das quantisierte Hall-Plateau um den Fiillfaktor v =4.

Elektronendichte (~ Gate-Spannung) ———>

In einem homogenen 2DES mit der Elektronen-
Flachendichte n, wird der (Landau-Niveau-) Fiillfaktor
v=ng/ny, =h/e-nyB fiir bestimmte Werte des Verhilt-
nisses ny/B ganzzahlig, v =i. Der spezifische Hall-Wider-
stand sollte demnach den Wert g,, =B/(en,) =h/(ie?)
annehmen. Uberraschenderweise lassen sich diese Werte
als globale Hall-Widerstandswerte Ry; =R, beobachten,
und dann nicht nur fiir diskrete Werte von ny/B, son-
dern iiber breite Bereiche in n/B, wenn die Temperatur
so niedrig ist, dass thermische Anregungen iiber die
Energieliicke an der Fermi-Kante nicht moglich sind.
Abb. 2 zeigt die experimentellen Kurven mit den cha-
rakteristischen Plateaus im Hall-Widerstand R,,, und den
korrespondierenden Nullstellen im elektrischen Langs-
widerstand R,,, mit denen der QHE entdeckt wurde.

Die endlichen Bereiche der Gate-Spannung, in
denen die Widerstdnde R,, und R,, unveréndert blei-
ben, fithrten zu der Vermutung, dass dort die von der
Gate-Spannung influenzierten Elektronen nicht zum
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elektronischen Transport beitragen, sondern lokali-
sierte Zustdnde besetzen. Die Bedeutung lokalisierter
Elektronen fiir Hall-Effekt-Messungen war jedoch
nicht recht klar, und die meisten Experimentatoren
glaubten, der Hall-Effekt messe nur die delokalisierten
Elektronen. Die unerwartete Entdeckung in der Nacht
vom 4. auf den 5. Februar 1980, fiir die im Jahre 1985
der Nobelpreis fiir Physik vergeben wurde, lag darin,
dass die experimentell bestimmten Plateauwerte fiir den
Hall-Widerstand R,, weder von der Stdrke des Magnet-
feldes und dem Wert fiir die Gatespannung abhdngen
noch von lokalisierten Zustdnden und anderen Mate-
rialparametern beeinflusst werden. Die Plateauwerte
lassen sich mit hoher Genauigkeit durch die Beziehung
R, =h/(ie*) (i=1,2, 3, ...) beschreiben.?

Die Hall-Widerstandswerte in den Quanten-Hall-
Plateaus hdngen auch nicht von geometrischen Details
des Bauelements ab. Da in solchen Plateaus der longi-
tudinale Widerstand verschwindet, R, =0, misst man
selbst dann den exakt quantisierten Wert fiir den Hall-
Widerstand, wenn die Hall-Spannung an nicht genau
gegeniiberliegenden Kontakten abgegriffen wird. Wegen
der Zweidimensionalitidt des Elektronensystems ist
bei homogener Elektronendichte der Hall-Widerstand
R,, =0,, unabhéngig von der (meist nicht extrem genau
bekannten) Probenbreite, sodass sich g,, direkt mithilfe
eines Volt- und Amperemeters messen ldsst (diese Tat-
sache war von vielen Theoretikern iibersehen worden).

Die wichtigste Gleichung im Zusammenhang mit
dem quantisierten Hall-Widerstand, Uy =h/e?-I, wurde
im ersten Experiment mit einer solchen Genauigkeit
bestatigt, dass selbst der endliche Eingangswiderstand
von 1 MQ des zur Spannungsmessung eingesetzten x-y-
Rekorders als Korrektur beriicksichtigt werden musste.
Ein von der Geometrie des Bauteils und von mikrosko-
pischen Details des Materials unabhéngiger elektrischer
Widerstand war natiirlich von grofRer Bedeutung fiir
metrologische Institute wie das National Bureau of
Standards (NBS) in den USA (heute National Institute
of Standards and Technology, NIST) oder die Physika-
lische-Technische Bundesanstalt (PTB) in Deutschland.
Daher wurden bereits einen Tag nach der Entdeckung
Gesprache mit der PTB {iiber dieses neue Quanten-
phédnomen (die Verkniipfung mit der Planck-Konstan-
ten & macht dies offensichtlich) aufgenommen.

Die Ergebnisse wurden bei Physical Review Letters
unter dem Titel , Realization of a Resistance Stan-
dard based on Fundamental Constants“ eingereicht.
Ein Gutachter machte die Autoren jedoch darauf
aufmerksam, dass man (damals) weniger einen ge-
naueren elektrischen Widerstand benétigte als einen
besseren Wert fiir die fundamentale Konstante /e
Interessanterweise ist #/e? proportional zum Inversen
der Sommerfeldschen Feinstrukturkonstanten «, d. h.
at= (h/e?)(2/ uyc)= 137,036..., wobei die magneti-
sche Feldkonstante uy,= 47 10~ N/A? und die Licht-
geschwindigkeit in Vakuum ¢ = 299792458 m/s da-
mals und heute fest definierte Werte haben. Tatsédchlich
war die Ungenauigkeit bei der Darstellung der elektri-
schen Einheit von 1 Ohm im Internationalen Einhei-
tensystem (SI-System) kleiner (bis 1985) als die Unsi-
cherheit im Wert fiir #/e? bzw. fiir a~!. Daher wurde der
Titel der Veroffentlichung abgeédndert in ,,New Method
for High-Accuracy Determination of the Fine-Structure
Constant based on Quantized Hall Resistance“ [3].

Heutzutage wird der 1980 entdeckte Effekt als ganz-
zahliger Quanten-Hall-Effekt (engl.: Integer Quantum
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Hall Effect, IQHE) bezeichnet, denn ab 1982 wurden
an zweidimensionalen Elektronensystemen von besse-
rer Qualitdt in modulationsdotierten GaAs/Al,Ga;_,As-
Heterostrukturen® Hall-Plateauwerte gefunden, fiir die
Ry =Hh/(fe?) mit einer gebrochen-rationalen Zahl f gilt.
Die Werte f=1/3 und f=2/3 sind die prominentesten
Beispiele. Fiir die Entdeckung dieses unerwarteten
sfraktionalen“ Quanten-Hall-Effekts (engl.: Fractional
Quantum Hall Effect, FQHE), erhielten Dan C. Tsui,
Horst L. Stérmer und Robert B. Laughlin 1998 den
Nobelpreis.

In den folgenden Jahren stieg die Anzahl der Ver-
offentlichungen mit dem Stichwort ,,Quantum Hall
Effect“ in Titel oder Abstract drastisch an, auf heutzuta-
ge ungefdhr eine Publikation pro Tag. Inzwischen wird
der QHE nicht nur in der Festkorperphysik, sondern in
nahezu allen Bereichen der modernen Physik diskutiert.
So reicht das Spektrum der veroéffentlichten Arbeiten
von ,Quantum Computing“ in Quanten-Hall-Systemen
iiber Quanten-Hall-Quarks bis hin zum hoherdimensi-
onalen QHE in der String-Theorie. Bisher erschienen
iiber zehn Biicher zum Quanten-Hall-Effekt.

Quanten-Hall-Effekt und Metrologie

Die wichtigste Anwendung des Quanten-Hall-Effekts
beruht auf der Tatsache, dass Quanten-Hall-Plateaus als
Funktion von Elektronendichte oder Magnetfeld flach
sind (Abb. 3) und dass der quantisierte Hall-Widerstand
(um Fiillfaktor v =1) offensichtlich immer den funda-
mentalen Wert /#/e? =25812,807... Ohm hat. Dieser Wert
héngt weder vom Material noch von der Geometrie
oder den mikroskopischen Details des Halbleiterbauele-
mentes ab, in dem sich das zweidimensionale Ladungs-
triagersystem befindet. Nach der Entdeckung dieses ma-
kroskopischen Quanteneffekts wurde das Experiment
von vielen metrologischen Instituten mit weitaus groRe-
rer Genauigkeit wiederholt, als es in einem Forschungs-
labor moglich ist. Der Effekt erwies sich dabei als au-
Rergewohnlich stabil und reproduzierbar. Offensichtlich
beruht die Ungenauigkeit der Bestimmung des Wider-
standwertes hauptsédchlich auf der Unsicherheit bei der
Darstellung des SI-Ohms. Aus den international akzep-
tierten Definitionen fiir die fundamentalen SI-Einheiten
Sekunde, Meter, Kilogramm und Ampere folgt, dass alle
mechanischen und elektrischen Grolen wohl definiert
sind. Allerdings ldsst sich die fundamentale Einheit
Ampere nur mit vergleichsweise groem Fehler von
107° darstellen, wenn man sie definitionsgemiR aus der
Kraft zwischen zwei stromdurchflossenen Dréhten ge-
winnt. Damit hat die abgeleitete Einheit 1Q = 15> m?
kg A2, die somit von allen fundamentalen Einheiten
abhiingt, sogar noch einen groReren Fehler als 107°.
Heutzutage ist die SI-Einheit Ohm mit einem kleineren
Fehler bekannt als die fundamentale Einheit Ampere,
was darauf zuriickzufiihren ist, dass sich ein Wider-
stand als Wechselstromimpedanz |Z(w)|=1/w C einer
Kapazitidt C realisieren ldsst.

Da die Kapazitédt C eines Kondensators nur von der
Geometrie (bei Vakuum als dielektrisches Medium)
abhéngt, ldsst sich ein SI-Ohm ausschlieRlich unter
Verwendung der fundamentalen Einheiten fiir die Zeit
(bzw. die Frequenz »/27) und die Lidnge (fiir einen
berechenbaren sog. Thompson-Lampart-Kondensator
[4]) realisieren. Da diese sehr genau bekannt sind,
lasst sich auch die SI-Einheit Ohm mit einem Fehler
von ungefihr 1077 darstellen und damit iiber den QHE
auch die Feinstrukturkonstante. Der quantisierte Hall-
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Widerstand ist jedoch stabiler und reproduzierbarer als
irgendein anderer Widerstand, der in SI-Einheiten ge-
eicht wurde, sodass das Comité Consultatif d‘Electricité
vorschlug, als gebrduchlichen Wert fiir die von-Klitzing-
Konstante Ry exakt 25 812,807 2 mit der Bezeichnung
Ri_gp zu libernehmen. Dieser Wert Ry_q) wurde ab dem
1. 1. 1990 als Referenzwert fiir Widerstandseichungen
iibernommen und wird nunmehr als festgelegte von-
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R, in kQ
i
o

Abb. 3:
Typischer Verlauf
des Hall- und des
Lings-Widerstan-
des R, bzw. R,
eines 2DES, wie er
I~ als Funktion des

I I 1 Magnetfeldes B bei
0 1 2 3 Proben mittlerer

Magnetfeld in Tesla Qualitidt gemessen
wird.

R, in kQ
I

Klitzing-Konstante (engl.: conventional von-Klitzing
constant) bezeichnet [5]. Direkte Vergleiche durch
verschiedene nationale Institute zeigten Abweichungen
von weniger als 2-107 fiir die Referenzwerte [6], sofern
die veroffentlichten Richtlinien fiir eine verlédssliche
Messung eingehalten werden [7]. Leider lédsst sich diese
hohe Reproduzierbarkeit und Stabilitat des quanti-
sierten Hall-Widerstands nicht unmittelbar zu einer
entsprechend genauen Bestimmung der Feinstruktur-
konstanten verwenden, da der Wert des quantisierten
Hall-Widerstands in SI-Einheiten nicht so genau be-
kannt ist. Erst in Verbindung mit anderen Experimen-
ten, beispielsweise Hochprazisionsmessungen (und
Berechnungen) des anomalen magnetischen Moments
des Elektrons, des gyromagnetischen Verhéltnisses von
Protonen oder der Neutronenmasse, erhilt man einen
besten Fit fiir den Wert der Feinstrukturkonstanten mit
einem Fehler von nur 3,3-10°°, was fiir die von-Klit-
zing-Konstante zu einem Wert von Rg =(25812,807449
+0,00086) Q fithrt (CODATA 2002)%. Sehr genaue
Werte fiir fundamentale Konstanten (besonders fiir

a) sind wichtig im Zusammenhang mit Vermutungen,
wonach einige der fundamentalen Konstanten zeitab-
héngig sind. Experimentelle Hinweise auf eine kosmi-
sche Evolution der Feinstrukturkonstanten o werden
allerdings angezweifelt und konnten bisher auch nicht
bestitigt werden. Die Anderung |da/dt| ist — wenn sie
iiberhaupt existiert — kleiner als 107!¢ pro Jahr.

Eine Kombination aus Quanten-Hall-Effekt und
Josephson-Effekt (mit dem sich die elektrische Span-
nung in Einheiten von %/e darstellen lasst) ermoglicht
einen Vergleich der elektrischen Leistung (die von der
Planck-Konstanten # abhédngt) mit der mechanischen
Leistung (die von der Masse m abhéngt). Aus Messun-
gen mit einer so genannten Watt-Waage erhélt man den
besten Wert fiir die Planck-Konstante [8], wobei die

3) Bei diesen Strukturen
sind Donatoren und freie
Elektronen voneinander

getrennt, sodass hochste

Elektronenbeweglichkei-
ten bei tiefen Temperatu-
ren erzielt werden.

4) siche www.fkf.mpg.de/
klitzing/

5) Die aktuellsten Werte
fiir von CODATA emp-
fohlene fundamentale
Konstanten findet man
bei: http://physics.
nist.gov/cuu/constants/
index.html
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6) vgl. hierzu den Ar-

tikel von Ernst Gobel,
Physik. Blitter, Januar
2001, S. 35.

Abb. 4:

Der gemessene quantisierte Hall-Wider-

Masse auf der Basis des Urkilogramms (welches zeitlich
nicht stabil ist) genau bekannt sein muss. Umgekehrt
kann man auch die Planck-Konstante festlegen und er-
hélt auf diese Weise eine neue Realisierung der Einheit
der Masse® (ebenso wie die Festlegung der Lichtge-
schwindigkeit zu einer neuen Realisierung der Einheit
,Lédnge“ fithrte). Zur Zeit werden Vorschldge diskutiert,
nicht nur die Planck-Konstante /, sondern auch die Ele-
mentarladung e (und somit den quantisierten Hall-Wi-
derstand) als Fundamentalkonstante exakt festzulegen,
wodurch die bisherigen Definitionen fiir die Basisein-
heiten Kilogramm und Ampere wegfallen wiirden.

Physik des ganzzahligen Quanten-Hall-

Effekts

Ein Teilchen mit der elektrischen Ladung q (g=-e
fiir Elektronen), das sich mit der Geschwindigkeit 7 in
einem homogenen Magnetfeld B bewegt, erfihrt die
zu 7 und B senkrechte Lorentz-Kraft £ =¢q (5xB). In
einer stromdurchflossenen (dreidimensionalen) Lei-
terschicht der Dicke d baut sich bei senkrecht angeleg-
tem Magnetfeld B daher eine Hall-Spannung Uy; auf,
Uy = Ry(B)- I (benannt nach Edwin Hall, der diesen
Effekt 1879 zum ersten Mal beschrieb). Im Rahmen des
Drude-Modells, das die Elektronen als klassisches Gas
beschreibt, hat der Hall-Widerstand die Abhdngigkeit

Ry=B/(qn,d)

und eignet sich daher, um die wesentlichen Eigenschaf-
ten elektrischer Leiter, die freie Ladungstragerkonzen-
tration n, und das Vorzeichen von g (Locher bzw. Elek-
tronen) zu bestimmen.

Fiir ein zweidimensionales Elektronensystem lédsst
sich das Produkt n,-d zur Fldchendichte ny zusammen-
fassen, sodass sich der Hall-Widerstand vereinfacht zu

IRu|=|B/(-eny)|.

Tatsdchlich steigt bei kleinen Magnetfeldern der Hall-
Widerstand linear mit dem Magnetfeld an, und aus der
Steigung ldsst sich die Flachendichte n, des zweidimen-

2DES

standswert ist unabhingig von den Elek-

tronendichtevariationen im Innern des
2DES, solange etwa die Gate-Elektrode
nicht von Rand zu Rand reicht. Selbst ein
Loch (herausgeitzter Bereich) hat kei-

P

nen Einfluss. Auch die genaue Lage der

potentialabgreifenden Kontakte ist nicht

wichtig, solange die stromtragenden Kon- H
takte S und D dazwischenliegen.
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Rand

sionalen Elektronensystems bestimmen (Abb. 3). Erst
bei hoheren Magnetfeldern treten die Plateaus im Hall-
Widerstand auf, beschrieben durch

|RH|=h/(V€2),

wobei v einer ganzen Zahl i=1, 2, 3, ... (oder gewissen
Bruchzahlen im fraktionalen QHE) entspricht. Wir se-
hen hier den fundamentalen Unterschied zwischen dem
Hall-Widerstand eines 2DES bei kleinen und bei gro-
Ren Magnetfeldern: Wahrend er es bei kleinen B-Fel-
dern erlaubt, Materialeigenschaften (Elektronendichte
ng) zu bestimmen, sind die Quanten-Hall-Widerstands-
werte in hohen Magnetfeldern voéllig unabhéngig von
Materialeigenschaften.

Wenn im Hall-Widerstand ein Plateau gefunden
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wird, verschwindet der in einer Vierpunktanordnung
gemessene longitudinale Widerstand R,,: Das Auftreten
des Quanten-Hall-Plateaus ist begleitet von einem dis-
sipationsfreien Stromfluss entlang der Hall-Probe. Dies
bedeutet aber nicht, dass iiberhaupt keine Dissipation
auftritt. Tatsdchlich entspricht der Zweipunktwider-
stand, der durch den Spannungsabfall zwischen den
stromtragenden Kontakten S und D gemessen wird, im
Quanten-Hall-Regime etwa Ry, d. h., die elektrische
Leistung Ry; - I? wird dissipiert. Diese Joulesche Wirme
wird an gegeniiberliegenden Ecken nahe den strom-
tragenden Kontakten erzeugt, was sich mittels des Fon-
tdneneffekts von suprafluidem Helium im Jahre 1991
visualisieren liefl§ [9].

Doch wie sind diese ausgezeichneten Hall-Wider-
standswerte und das Verschwinden von Dissipation zu
verstehen? Ein senkrecht zur Schichtebene angelegtes
Magnetfeld zwingt die Elektronen auf Zyklotron-
Bahnen. Die quantenmechanisch moglichen Energie-
eigenwerte eines homogenen 2DES fallen auf diskrete
Landau-Niveaus,

£y, =(n+1/2) ho, +5,8 g B,

mit der Zyklotron-Energie /iw, =heB/m’, dem Lan-
dau-Niveau-Index n=1, 2, 3, ..., der Spinquantenzahl
s,==* 1/2, dem Bohrschen Magneton ug =e#/(2m) und
dem effektiven Landé-Faktor g". Jedes Energie-Niveau
besitzt den Entartungsfaktor n; =eB/k. Da die Entar-
tung der Landau-Niveaus und deren Energiedifferenz
mit zunehmendem Magnetfeld B ansteigen, werden

die Elektronen bei konstanter Elektronendichte mit
zunehmendem B zu Landau-Niveaus geringerer Ener-
gie umverteilt. Dies fiihrt zu einem sdgezahnartigen
Verlauf der Fermi-Energie (des chemischen Potentials
U.n) als Funktion von B, was sich durch Verwendung
eines metallischen Einzelelektronen-Transistors als
lokales Elektrometer experimentell direkt nachweisen
lasst [10]. Fiir bestimmte Werte von B wird der Landau-
Niveau-Fiillfaktor v = n/n; ganzzahlig, und das Fermi-
Niveau liegt zwischen zwei Landau-Niveaus.

Existiert zusétzlich ein homogenes elektrisches Feld
E, in y-Richtung, so vollfiihren die quantenmechani-
schen Elektronen-Eigenzustdnde aller Landau-Niveaus
eine Driftbewegung in x-Richtung, sodass die lokale
Stromdichte j, in x-Richtung bei Fiillfaktor v gegeben
ist durch

2

Je=V %Ey . (Y
Integriert man die Schichtstromdichte j,(y) liber eine
gewisse Breite w in y-Richtung, so ist der integra-
le Strom I, = [% j.(v) dy mit dem Spannungsabfall
U, =[% E,(y)dy iiber w verkniipft durch

e2

Ix =V IU'V .
Nimmt der Fiillfaktor ganzzahlige Werte an, v =i, so
ergibt sich der Hall-Widerstand Ry=U,/I,=h/(i e?).
Dieser Hall-Strom (1) flieBt ohne Dissipation, denn
die Stromkomponente steht senkrecht zum treibenden
elektrischen Feld. Da bei ganzzahligen Fiillfaktoren
keine Zustdnde an der Fermi-Kante existieren, sind
auch keine Streuprozesse fiir Elektronen aus besetz-
ten in unbesetzte Zustdnde moglich. Der spezifische
Léngswiderstand verschwindet, g, =g,, =0. Ist dies
nun schon die gesamte Physik? Nein, wir erhalten aus
den Betrachtungen an einem idealen homogenen 2DES

)
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unendlicher Ausdehnung keineswegs Quanten-Hall-
Plateaus, da die Bedingung fiir ganzzahlige Fiillfaktoren
nur fiir ganz bestimmte Magnetfeldwerte und nicht fiir
Magnetfeldbereiche erfiillt sind. Aullerdem sind reale
Proben endlich, d. h. durch Rénder begrenzt, und be-
sitzen kurzreichweitige statische Potentialflukuationen,

Rasterkraft
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Abb. 5:

Hall-Potentialprofile fiir verschiedene Magnetfelder, angegeben
als Fiillfaktoren v, die quer iiber die Engstelle der oben links
skizzierten Probe gemessen wurden. Zum Vergleich ist der Hall-
Widerstand R,, fiir diesen Magnetfeldbereich gezeigt, nach [13].
Die fiillfaktorabhéngigen Charakteristika des Potentialverlaufs
sind: linearer Verlauf (Typ a), Abfall iiber inkompressiblen Strei-
fen (Typ c, d), und nichtlinearer Abfall im Probeninnern (Typ b)
sehr nahe bei ganzzahligem Fiillfaktor. Rechts: Berechnete Hall-
Potentialprofile fiir eine 15 m breite Probe, nach [16].

die zu Streuung der Elektronen und damit zur ener-
getischen Verbreiterung der Landau-Niveaus und teil-
weisen Lokalisierung der Elektronen fiihrt. Langreich-
weitige statische Potentialfluktuationen verursachen
inhomogene Elektronendichteverteilungen im 2DES.
Folglich ist die Annahme eines idealen homogenen
2DES, die von GI. (1) zu GI. (2) fiihrt, i. a. nicht erfiillt.
Experimentell gibt es viele Hinweise, dass im Pla-
teaubereich des QHE die Details des Probeninneren
keine Rolle spielen: Man kann es teilweise heraus-
schneiden oder lokal eine andere Elektronendichte
einstellen, ohne den quantisierten Wert des gemessenen
Hall-Widerstands zu dndern. Auch spielt die genaue
Anordnung der Kontakte eine untergeordnete Rolle
(Abb. 4). Dies wurde nun als Hinweis gedeutet, dass
die relevanten Strome in der Ndhe des Probenran-
des flieBen. Das ab 1988 wesentlich von M. Biittiker
[11] gepragte Randkanalbild des IQHE hat sich sehr
bewéhrt bei der Beschreibung der an komplizierten
Proben mit vielen Kontakten und Gates gemessenen
Widerstdnde. Deshalb wird dies Bild zum IQHE gerne
in Lehrbiichern verwendet [12]. Wir wollen auf dieses
hier nicht ndher eingehen, denn jlingere experimentelle
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Untersuchungen zur Stromverteilung haben zu einem
etwas anderem mikroskopischen Bild des QHE gefiihrt.

Kompressible und inkompressible Bereiche

Mittels eines Tieftemperatur-Rasterkraftmikroskopes
wurden die Hall-Potential-Profile, d. h. die Anderungen
der elektrostatischen Potentiallandschaft bei einge-
speistem Strom I, gegeniiber dem thermodynamischen
Gleichgewicht (I, =0), fiir verschiedene Fiillfaktoren
unter Quanten-Hall-Bedingungen gemessen [13]. Abb.
5 zeigt typische Hall-Potentialprofile, gemessen an
Proben von 10 bis 15 um Breite (bedingt durch den
eingeschrankten Rasterbereich): (a) Fiir Magnetfelder
oberhalb eines Quanten-Hall-Plateaus fillt die Hall-
Spannung linear {iber die gesamte Probenbreite ab.

Die Stromdichte ist homogen iiber die Probe verteilt.
(b) Mit Eintritt ins Plateau fillt die Hall-Spannung
nicht-linear (und oft auch nicht monoton [13]) iiber

die Probenmitte ab. Obwohl in diesem Bereich kleinste
Magnetfelddnderungen das Hall-Potentialprofil und
damit die Stromverteilung verdndern, wird doch der
quantisierte Wert fiir Ry; gemessen. (¢) Mit weiterer
Abnahme des Magnetfeldes, aber immer noch innerhalb
des Plateaus, fillt nun die Hall-Spannung etwa in glei-
chen Teilen in der Ndhe beider Rander ab, wihrend im
Innern kein Abfall zu beobachten ist. Der Strom flie3t
in der Ndhe der Rédnder. (d) Mit Verlassen des Plateau-
bereichs zu niedrigen Magnetfeldern wird im Innern ein
linearer Abfall beobachtet, dessen Steigung anwichst,
wiahrend der Potentialabfall an den Réndern kleiner
wird, bis letztendlich vor dem Eintritt ins ndchste Pla-
teau wieder ein linearer Abfall beobachtet wird. Der
Strom ist homogen iiber die Probenbreite verteilt. Das
soeben geschilderte Verhalten der Hall-Potential-Profile
und damit der Stromverteilung wiederholt sich fiir jedes
Quanten-Hall-Plateau (Abb.6). Doch was zeichnet die
Positionen des Hall-Spanungsabfalls aus? Dazu ist es
wichtig, sich die Randstruktur zweidimensionaler Elek-
tronensysteme ndaher anzuschauen.

An den Réndern eines zweidimensionalen Elektro-
nensystems steigt in der etwa 1 um breiten Verarmungs-
zone die Elektronendichte von Null auf den Wert des
Innern an. Im thermodynamischen Gleichgewicht kon-
nen Elektronendichteprofil und effektives Potential im
Rahmen Hartree-artiger Nédherungen selbstkonsistent
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Abb. 6:

Farbkodierte Auftragung des Hall-Potentialprofile, gemessen
iiber einen groBen Magnetfeldbereich, der mehrere Quanten-
Hall-Plateaus umfasst. Wie in der VergroBerung gezeigt, fillt die
Hall-Spannung an den Positionen der innersten inkompressib-
len Streifen, beschrieben durch Gl. (3) ab. (nach [13])
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berechnet werden: Durch Losen der Poisson-Gleichung
gewinnt man aus dem Dichteprofil das effektive Poten-
tial. Dieses geht in die Schrodinger-Gleichung ein und
bestimmt Energieeigenwerte und -zustédnde, die nach
MalRgabe der Fermi-Dirac-Statistik mit raumlich kon-
stantem elektrochemischem Potential besetzt werden
und das Dichteprofil festlegen. Im Rahmen der einfa-
cheren Thomas-Fermi-Ndherung vernachlédssigt man
die Ausdehnung der Wellenfunktionen auf der Léangen-
skala, auf der sich das effektive Potential dndert, und
vermeidet so die Losung der Schrodinger-Gleichung.
In dieser Ndherung kann man das elektrochemische

& B=0
Hen y n
i x
pe |
n \ A y A—)y
. B=+0 inkompressibel
O
o 1 . T
ny 3 A y A_)y
Abb. 7:

Skizze von Zustandsdichte D(¢), chemischem Potential y,(n,)
als Funktion der Elektronendichte n,, und Verlauf von ny(y) am
Probenrand fiir verschwindendes Magnetfeld, B=0, und fiir
einen festen Wert B = 0. Rechts sind die kompressiblen Bereiche
(mit Zustdnden nahe der Fermi-Kante) als dunkle Streifen ent-
lang des Probenrandes angedeutet.

Potential als Summe aus der elektrostatischen Energie
-e¢(y) und einem chemischen Potential beschreiben,
das mit der lokalen Dichte iiber die Zustandsdichte
D(¢) des homogenen Elektronensystems verkniipft
ist [14-16]. Abb. 7 zeigt schematisch das Ergebnis ei-
ner solchen Rechnung, wie es von D.B. Chklovskii,
B.I.Shklovskii und L.I. Glazman 1992 erstmals disku-
tiert wurde [17]: Ohne angelegtes Magnetfeld ist die
Zustandsdichte D(¢) konstant, und deshalb steigt das
chemische Potential u, linear mit r; an. Als Resultat
zeigt das Dichteprofil keine besondere Struktur vom
Rand ins Innere. Ganz anders bei angelegtem Mag-
netfeld: Die Zustandsdichte ist diskret, das chemische
Potential steigt stufenartig mit zunehmendem 7, an und
deshalb ist ein Dichteprofil mit abwechselnden Berei-
chen konstanter und ansteigender Elektronendichte
energetisch vorteilhafter. Entlang der Rénder bildet sich
eine streifenartige Struktur aus, in der sich die Streifen
konstanter Elektronendichte inkompressibel verhalten
(OUg/0n,— ), die variierender Elektronendichte kom-
pressibel. In den kompressiblen Bereichen existieren
besetzte und unbesetzte Elektronenzustinde am Fermi-
Niveau, die eine isoenergetische Umbesetzung zur elek-
trischen Abschirmung moglich machen, in den inkomp-
ressiblen Bereichen liegen besetzte Zustidnde unterhalb
der Fermi-Niveaus, unbesetzte oberhalb, sodass dort
elektrische Felder durch Elektronenumbesetzung nicht
abgeschirmt werden konnen. Die inkompressiblen Be-
reiche zeichnen sich dadurch aus, dass dort lokal ein
ganzzahliger Fiillfaktor vorliegt.

Die Breite und Position dieser kompressiblen
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und inkompressiblen Streifen hdangt vom Einschluss-
potential am Rande und von der Quantisierungsenergie
(Zyklotron- und Zeeman-Energie) ab, die mit zuneh-
mendem Magnetfeld ansteigen. Deshalb verschieben
die Streifen mit zunehmendem Magnetfeld vom Rand
weg ins Innere und bei ganzzahligen Werten des Fiill-
faktors vereinigen sich die innersten inkompressiblen
Streifen beider Rdnder und umfassen das gesamte In-
nere. Fiir gedtzte Probenrdnder lassen sich die Position
¥y = [V-Vrand| des innersten inkompressiblen Streifens
und dessen Breite a, analytisch durch den Fiillfaktor v
im Innern ausdriicken,

dO — 4’yv

wobei die Abschirmlédnge d, u. a. von der mittleren
Elektronendichte abhingt und ay den effektiven Bohr-
Radius im Material angibt (int(v) ist der ganzzahlige
Anteil von v). Mittels Einzelelektronen-Transistoren als
lokale Elektrometer gelang es, diese Streifenstruktur
im Verarmungsbereich eines 2DES sichtbar zu machen
[18].

Verwendet man die allgemeiner giiltige nicht-lokale
Hartree-Nédherung zur selbstkonsistenten Berechnung
der Randstruktur [16], so erkennt man, dass die in der
Thomas-Fermi-Nédherung berechneten inkompressiblen
Streifen mit einer Breite unterhalb der magnetischen
Linge ¢=(h/eB)Y2, die die Ausdehnung der Wellen-
funktionen charakterisiert, nicht existieren. So ist zu
erwarten, dass nicht alle dufleren inkompressiblen
Streifen am Rande vorhanden sind bzw. isolierend
wirken, insbesondere bei steilem Randpotential und
kleinen Magnetfeldern. Auch eine Erhohung der Tem-
peratur ldsst diese verschwinden. Die innersten inkom-
pressiblen Streifen zeichnen sich dadurch aus, dass sie
die grofte Breite besitzen und bei ganzzahligen Fiill-
faktoren das gesamte Probeninnere einnehmen.

Kompressible und inkompressible Bereiche sind
nicht nur am Rande, sondern aufgrund langreichwei-
tiger statischer Potentialfluktuationen, die zu inhomo-
genen Elektronendichten fiithren, auch im Innern der
Probe zu erwarten. Diese Landschaft aus inkompressib-
len und kompressiblen Bereichen im Probeninnern wird
sich mit Anderungen der mittleren Elektronendichte
oder dem Magnetfeld stark verdndern. Nahe ganzzahli-
ger Fiillfaktoren (errechnet aus einer mittleren Elektro-
nendichte) wird das Innere aus einem zusammenhéin-
genden inkompressiblen Gebiet bestehen, das nur durch
inselartige kompressible Bereiche unterbrochen wird.
Abb. 8 zeigt schematisch diese Entwicklung mit zuneh-
menden Magnetfeld iiber ein Quanten-Hall-Plateau.”

Damit lassen sich nun die Resulate der Hall-Poten-
tial-Messungen verstehen: Die beiden Positionen, an
denen der groRte Hall-Spannungsabfall stattfindet,
stimmen fiir den jeweiligen Magnetfeldwert mit den
Positionen der (im Thomas-Fermi-Bild innersten) in-
kompressiblen Streifen an beiden Réndern iiberein, die
ohne Anpassparameter durch y, in Gl. (3) beschrieben
werden. Wir stellen also fest: Ndhert man sich dem
Quanten-Hall-Plateau von niedrigen Magnetfeldern, so
flieBt der von aullen aufgepragte Strom zuerst weitest-
gehend, dann vollstdndig in den innersten inkompres-
siblen Streifen entlang der Probe. Diese inkompressib-
len Streifen an beiden Réndern werden breiter und ver-
schieben zur Probenmitte, bis das ganze Probeninnere

int(v)ag 3)
ﬂdo ’
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inkompressibel ist, unterbrochen durch inselartige Be-
reiche mit lokal anderen Fiillfaktoren, um die sich dann
der Strom dissipationsfrei, getrieben durch den lokalen
Hall-Potentialabfall, ,,schldngelt“ (siehe [13]).

Auf diesen experimentellen Ergebnissen basierende
Modellrechnungen fiir schmale Hall-Proben zeigen,
dass einerseits inkompressible Streifen nur in gewissen
Magnetfeldbereichen existieren, und andererseits bei
Existenz inkompressibler Streifen der gesamte Strom
durch diese Streifen flielt [15, 16]. Da in den inkom-
pressiblen Streifen ein ganzzahliger Fiillfaktor v =i
vorliegt, sind dort die lokale Stromdichte und das Hall-
Feld gemdll Gl. (1) verkniipft. Da die Hall-Spannung
ausschlieBlich {iber inkompressible Bereiche gleichen
Fiillfaktors abfillt, ergibt sich die globale Beziehung (2),
und es folgt daraus die entsprechende Quantisierung
der globalen Widerstdnde R =0 und Ry; =h/(ie?), und
zwar mit einer Ungenauigkeit, die im Grenzfall tiefer
Temperaturen exponentiell klein wird. Die Breite der
Quanten-Hall-Plateaus ist mit der Existenz inkompres-
sibler Streifen endlicher Breite entlang der Réander kor-
reliert. Lokalisierung oder Inhomogenitdten innerhalb
der Probe sind also nicht notwendigerweise Vorausset-
zung fiir den IQHE, schon die unausweichliche Abnah-
me der Elektronendichte am Rande kann ausreichen.

Zusammenfassung

In den 25 Jahren des ganzzahligen Quanten-Hall-
Effekts wurden viele Modelle entwickelt, um diesen
mikroskopisch zu erkldaren. Der Schwerpunkt lag dabei
entweder auf dem Rand oder dem Probeninnern, doch
beide Probenbereiche sind von gleicher Bedeutung fiir
den Quanten-Hall-Effekt: Mit Anlegen einer elektro-
chemischen Potentialdifferenz zwischen Kontakt S und
D wird das Potential von S mittels der kompressiblen
Streifen entlang des einen Randes, das Potential von D
mittels der kompressiblen Streifen entlang des anderen
Randes in x-Richtung in die Probe hineingetragen. Die
elektrochemische Potentialdifferenz ist somit als Hall-
Spannung in y-Richtung préasent. Besteht die Land-
schaft im Innern zusammenhéngend aus inkompressib-
len Bereichen, allenfalls inselartig unterbrochen durch
Bereiche mit lokal anderen Fiillfaktoren, so treibt das
mit der Hall-Spannung verbundene elektrische Feld
E,(y) den Hall-Strom dissipationsfrei (senkrecht zum
elektrischen Feld) durch den inkompressiblen Bereich
im Innern der Probe. Da die Hall-Spannung nur iiber
inkompressible Bereiche gleichen Fiillfaktors abfillt,
erhdlt man den wohldefinierten Hall-Widerstandswert.
Der detaillierte Hall-Potentialabfall ist dabei unerheb-
lich. Die Inhomogenitdten in der Elektronendichte und
Lokalisierung von Elektronen durch Potentialfluktu-
ationen im Innern der Probe gewéhrleisten, dass bei
moderaten Anderungen der mittleren Elektronendichte
oder des Magnetfeldes ein inkompressibler, isolierender
Bereich iiber das gesamte Probeninnere zusammenhén-
gend erhalten bleibt — der quantisierte Hall-Widerstand
ist als Plateau sichtbar. Die Stromverteilung variiert
dabei sehr stark, da sich die Landschaft aus kompres-
siblen und inkompressiblen Bereichen stark verdndert.
Der quantisierte Hall-Widerstandswert bleibt erhalten,
solange Elektronen nicht zwischen dem linken und
rechten Randbereich gestreut werden kénnen, d. h. die
elektrochemischen Potentiale entlang gegeniiberlie-
gender Probenrdnder durch inkompressible Bereiche
getrennt sind und deshalb konstant bleiben. Zwischen
zwei Kontakten am gleichen Rand zwischen S und
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D ist kein Spannungsabfall messbar und somit wird
R,,=U,/I,=0 festgestellt. Dazu muss nicht das ge-
samte Innere der Probe inkompressibel sein, sondern
es reichen schon wohl ausgepréagte inkompressible

Streifen entlang der Probenridnder aus, um die Streuung

von Elektronen vom rechten kompressiblen Rand zum
linken kompressiblen Rand zu verhindern. Die kom-
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Rand Unordnung

>

IJ// -

Hot Spot

Abb. 8:

Schematische Entwicklung der kompressiblen (grau) und

der innersten inkompressiblen (weiff) Bereiche eines realen,
damit inhomogenen 2DES iiber ein Quanten-Hall-Plateau
hinweg. Um den ganzzahligen Fiillfaktor wird das Plateau
durch Unordnung/Inhomogenititen stabilisiert, zu niedrigeren-
Magnetfeldern durch inkompressible Streifen am Rand.

pressiblen Bereiche werden vom Stromfluss ausgespart.
Somit dehnen ausgepragte inkompressible Streifen an
den Réndern die Quanten-Hall-Plateaus zu niedrigen
Magnetfeldern aus.

Die hier skizzierte Modellvorstellung macht es ver-
stdndlich, weshalb die Genauigkeit der Widerstands-
quantisierung beim Quanten-Hall-Effekt fiir reale
Proben mit endlicher Abmessung und Storpotentialen
auftritt. Nicht verstanden sind die genauen Mechanis-
men, die zu einem Zusammenbruch des QHE oberhalb
eines kritischen Stroms fiihren. Die aktuelle Forschung
auf dem Gebiet beschiftigt sich jedoch vor allem mit
Elektronen-Elektronen-Korrelationen, die mit steigen-
der Probenqualitdt zur Entdeckung immer weiterer
inkompressibler Vielelektronen-Zustiande fiihrt und
sich in Form von fraktionalen Quanten-Hall-Plateaus
duBern. Phanomene wie Bose-Einstein-Kondensation,
skyrmionartige Anregungen, fraktionale Ladungen,
verschwindender Langswiderstand unter Mikrowel-
lenbestrahlung, sowie streifenartige oder blasenartige
Phasentexturen sind die tiberraschenden Entdeckungen
der letzten Jahre, die zeigen, dass der Quanten-Hall-
Effekt auch in der Zukunft ein aktuelles und interes-
santes Forschungsfeld sein wird.
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7) Erginzend zu bemer-
ken ist, dass auch vor
metallischen Kontakten
- obwohl niederohmig

- aufgrund einer teil-
weisen Verarmung der
Elektronendichte durch
die Differenz in den Aus-
trittsarbeiten von Metall
und 2DES inkompressib-
le Streifen zu finden sind
[13]. Dies ist insofern
wichtig, als im Randka-
nalbild den Kontakten
ideale Eigenschaften
zugeschrieben werden,
die im hier dargestellten
mikroskopischen Bild
obsolet werden.
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